Interrogation n°14. Corrigé
1) a) Soit p > 0. La suite (a,p")nen est bornée ssi (a2,0*")nen et (a2ni1p*" ) nen sont bornées.
Donc R = sup(Ag N A1) = min(Rp, Ry), car Ag = [0, Rp) et Ay = [0, Ry).

Remarque : La parenthese signifie | ou |

|2%| < R =Y an2®" converge abs
b) 3" a,z* converge ssi 3. a,,(22)" converge : on a donc
}z2} > R =Y a,z?" divverge

Donc R = VR.

c) On déduit de a) et b) que R = min(,/70,+/71)-

2) a) On a H,, ~ Inn. Comme H,, = O(n), alors R > 1.

Comme ) H,, diverge, alors R < 1.Donc R = 1.
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3) a) On a g(u) = 33,2 nu" 1:<1_u> Saowr e M=o e Ty

Remarque : 11 s’agit de l'espérance d’une v.a. de loi géométrique G(p).

b) f(x) est le produit de Cauchy de >, 2™ et > - xi, donc f(x) =
n
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+
b) Vo €] — 1,1[, f/(z) =Y g a?" = .2 :2<1_$+1+I>,doncf(m):2ln<1_$ , car f(0) =0.
n
Remarque : 11 s’agit en fait d’obtenir la somme des termes impairs de —In(1 — z) = :3 r
n
1
D’otl 'expression 3 (In(1+2)—1In(1 —x)).
In2 —In2
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¢) On a S =ch(In2) 5 5 1
o 1 1/ 1 1 1—2/2
) fz) = e< oeXP<’m3>x) e<1_jg;> 2(1—j$+1—jx> 1+ 2 + 22

+o0 (_1)71
=0 (2n +1)(2n + 2)

4) a) La série de fonctions f : z — 2272 est de classe C! sur [0,1], car la série des dérivées

+o0 (_1)71 2n+1

=0 (o 1 1) T converge uniformément sur [0, 1].
_1)n
Donc Vz € [0,1], f/(z) = 3.4 (2(_21)1:2"“ = arctan(z), et comme f(0) =0,ona S = f(1) = fol arctan(z) dz.
n
b) En intégrant par parties, fol arctan(z) dx = tarctant — fo e dt = tarctant — — ln(l +1t) + k.
1 1
Donc § = arctan1 — §In2 = % — 51112.
1 1 1 1

R : Méthode directe : - 9 '
emarque éthode directe 2n+1)(2n+2) 2n+1 2n+2

Donc S = +00(_i_,z ﬂ:arctan(l)—lhﬂ
=0 (2n 4+ 1) O(2n+1) 27
2(2 1 1
5) a) On a Intl) _ (2n+1) — 4, donc R = — (par le critére de D’Alembert).
an (n+1) 4

b) On a (n+ 1)an+1 = 2(2n + 1)a,

2
1—4x

Donc Vz €] — R, R, f'(z) = 4z f'(z) + 2f(x), donc f'(z) =
o R b\

f(@).



6) a) Pour z €] — R, R[, on a f(x) = 3. a,a™ donc f(—z) = 312 (~1)"a,".
Par idenfification des coefficients, on a : f(x) = f(—x) sur | — R, R[ ssi Vn € N, a,, = (—1)"ay,.

Donc f est paire ssi a, est nul pour tout n impair.

F(0)

n!

Variante : On utilise a,, = : Pour tout n impair, f est impaire donc f(™ (0) =0.

b) Supposons f non identiquement nulle. Alors il existe un plus petit entier n tel que a, # 0.
On a alors f(x) ~ a,z™ par Taylor-Young, donc f(%) ~ an(%)” lorsque k — +o0.

D’ou une contradiction avec f (%) = 0 pour k assez grand.

Remarque : Plus généralement,s’il existe une suite complexe (zy, )nen convergeant vers 0 et telle que Vn € N, f(z,) = 0,

alors Vn € N, a,, = 0 (appelé principe des zéros isolés).

7) a) Supposons E(|X|) = 372 na, < +o0.

n—1

La série des dérivées © — > na,z" " converge normalement sur [0, 1].

Donc G est C! sur [0,1], et en particulier G'(1) existe et vaut E(X) = 320 nay,.

b) On a Vz € [0, 1], G( ) =Y+ A,2" par produit de Cauchy de " a,z™ et S ™ sur [0, 1].

—aa
Donc Vz € [0, 1], G(xaz — f( ) = G:(CxE = Z+Oo " Z;l‘ri% A" = :i% Ry

¢) On aVz € 0,1, Y}_o Rez® < S(z). En faisant tendre z vers 17, on obtient Y j_ Ry < G'(1).
On en déduit que Y R,, a termes positifs converge, c’est-a-dire X d’espérance finie, donc a) d’applique.

Remarque : On a ainsi prouvé la propriété admise en cours de probas :

X est d’espérance finie ssi G dérivable en 1, et on a alors G'(1) = E(X).

8) a) On a Y21 %) (S5t lam| () lam| 20| ™" |A]™) = 3255 lam] (20| + |h[)™
Or, la série Y |ap| p™ admet aussi R comme rayon de convergence.

Comme |zp| + |h| < R, alors 3" |am| (J20] + [A)™ < +o0.

b) Soit 0 < |h| < R — |20] .

Comme |zo + h| < R, on a f(zo + h) = 3% am(zo + h)™ S o (M amzy " h
1
On consideére la famille sommable ((T;)mzaﬂ_”hm) , oll par convention (ZL) =0sin>m.
p (n,m)eN?

Par Fubini, pour tout n € N, >, (")amzy"""h™ cv abs, donc il existe ¢, = tee ("™amzy' " et on a :
m +oo m +oo
ot =32 (35 (M )ow 1= 3o
n=0 \m=n n=0

Donc f est développable en série entiére en 2o de rayon R’ > R — |zo] .



