Interrogation n°14. Baréme sur 24 pts

1) Soit ’Zanzn de rayon de convergence R‘. Les questions a) et b) sont indépendantes.

a) [1 pt] On note R’ le rayon de convergence de Y a,2%". Exprimer R’ en fonction de R.

Ry le rayon de convergence de > ag, 22"

b) [1.5 pt] On note
R; le rayon de convergence de ) a2n+1z2"+1

On pose Ag = {p > 0| (a2,p*")nen bornée } et A; = {p > 0] (agn+1p*")nen bornée }.

Exprimer R en fonction de Ry et Rj.

ro le rayon de convergence de > ag,z"

c) [1 pt] Soient {

r1 le rayon de convergence de » agy 412"

Exprimer sans justification R en fonction de rg et ry.

1 1 1
2) OnposeVnEN*,Hn:ZZ:1E=1+§+...+H.

a) [1.5 pt] Déterminer le rayon de convergence R de la série entiére Y H,x".

b) [1.5 pt] Pour tout réel x €] — R, R|, exprimer f(z) = > "% H,z" en utilisant In(1 — z).

3) Les questions sont indépendantes. Aucune justification n’est demandée.

a) [1 pt] Pour 0 < ¢ < 1, calculer M = 3212 n(1 — q)¢" .

x2n+l

b) [1.5 pt] Pour |z| < 1, calculer f(z) =329 1

(In2)%?
c) [1 pt] Calculer S = Y79 o)

2

d) [1 pt] Pour z réel vérifiant |z| < 1, exprimer f(z) = 3" cos <7;7T> x™ par une fraction rationnelle
4) a) [2 pts] On pose S = St (1" . Montrer que S = fl arctan(x) dx.

=0 (2n 4+ 1)(2n + 2) 0

. T 1

b) [1 pt] En déduire que S = 173 In 2.

5) Pour tout n € N, on pose |a, = (2") . On vérifie (admis ici) que (n + 1)apn+1 = 2(2n + 1)ay,.

n

a) [1 pt] Déterminer que le rayon de convergence R de la série entiére ) (27?) ™.

b) [2 pts] Expliciter une équation différentielle d’ordre 1 vérifiée par f(z) = >0 (27?) 2" sur | — R, R].

¢) Question hors-interrogation. En déduire f(z).



6) Les questions a) et b) sont indépendantes
Soit f :] — R, R|— R définie par une série enti¢re f(z) = Tfo% anx™ de rayon de convergence .
a) [1 pt] On suppose que f est paire, c’est-a-dire f(z) = f(—z). Montrer que a,, = 0 pour tout n impair.

1
b) [1.5 pt] On suppose que f <k:) = 0 pour tout entier k assez grand.

En raisonnant par 'absurde et en utilisant un DL, montrer que f est nulle, ¢’est-a-dire Vn € N, a,, = 0.

7) Soit (an)nen une loi sur N, c’est-a-dire ’Vn eN, a, > O‘ et Ii% ay = 1|

On pose YV € [0, 1], G(z) = 3720 ana™. Ainsi, G est la série génératrice de la loi.

On pose A, => ) gar et R, =1—A, = Z;SIH ag.
a) [1 pt] On suppose E(X) < +o00. Montrer que G est dérivable en 1 et que G'(1) = E(X).
- G(1
b) [1 pt] On pose Vx € [0, 1], S(z) = G(CL‘;_?() Montrer que Va € [0, 1], S(z) = 320 Rpa™.

c) [1 pt] (%) On suppose que G'(1) existe.

Montrer que Vn € N, >~} R, < G'(1). Conclure.

8) Soit f(2) = Y% amz™ une série entiere de rayon R > 0.

Rappel : Théoréme de Fubini :pour les familles sommables. Soit une famille (wn m)(n,m)enxN-
On suppose que 3,9 |ty | converge pour tout m € N, et que 3,70 (3°5%) [un,m|) converge.
Ainsi, la famille (wnm)(n,m)enxn est sommable.

( +o00

Alors Z 0 Un,m converge absolument pour tout n € N, Z m—0 Un m) converge absolument, et

+oo /+4oo
3 (3 wun) = 32 (S
n=0 m=0

a) [1 pt] Soient zg et h € C tels que |z0| < R et |h| < R — |20] -

Montrer que Y50 (320 o (™) |am| |20]™ " [R]") < +oc.

On en déduit que la famille ((Z:) am 2y " h"™)o<n<m est sommable.

b) [1 pt] Montrer que h —— f(zp + h) est DSE en h = 0 de rayon > R — |z .



