Interrogation n°13. Corrigé

1) a) On a E(Z)) = G\(1) = M et V(Z)) = GY(1) + G\ (1) — G4 (1)? = A.
A 1

2N

b) Par Bienaymé-Tchebychev, on a

Donc E(Xy) =1et V(X)) =

1
< ANBV(Xy) = —= — 0 lorsque A — +o0.

1
P((X)\ - 1) )\1/3

1
P(X) =112 —75) = 7)<

¢) On a | f(X)) - f(1)] < k| X — 1], donc | E(f(Xx)) — f(1)] < kE(X, — 1)).

Pour conclure, il suffit de prouver E(| X — 1|) — 0 lorsque A — +o0.
1
Par Cauchy-Schwarz, E(|Xy — 1) < E(|X) — 1/)Y2 = V(X,)/2 = 7 — 0 lorsque A — +o0.
e ! 1

d) (Y =0) = U/ (X, =0). Donc P(Y =0) <>/ P( n—O):Z:Oie_nzl_e—lze_1<1‘

2) Les fonctions f, sont de classe C* sur |0, 4+o00].

Inn Inn 1 R 1+a
a) Soit a > 1. On a Vn € N*, sup,cio, 400 —3 T :O<nb>>oub: 5 > 1.
1
On en déduit que pour tout a > 1, > n—: converge normalement sur tout intervalle [a, +00].
n
Ainsi, Y oy fa et 20, cn(fn) convergent simplement sur ]1, +oo[, et Y (fn)" converge normalement sur [a, +00[, oil
a>1

-1 nfll
Donc S est de classe C1, et Vo > 1, §'(z) = S ()7”

n=1 ne
b) Soit a > 0. La série > (—1)""1f,(z) converge pour tout = > 0 par le CSSA.
On aVn € N*, Vo > 0, |32 (= 1)F fu(2)| < fu(2).
1
La série ) (—1)" f, converge uniformément sur [a, +00[, car sup,¢(q 4oof [ fn(7)] < i 0 lorsque n — +o0.

On en déduit que T est continue sur ]0, 4-o00].

De plus, la convergence est uniforme sur [1, +o00[ voisinage de +oo.

Donc par le théoréme de la double limite, lim, 400 T(z) = Y272 limy oo fr(z) = 1+ 3150 = 1.

c) Soit @ > 0. On pose ng = [exp(1)].
Pour tout z > a, on a exp(2) < nog, donc la série ZnZno(—l)"*lgn(x) vérifie le CSSA.

Donc la convergence est uniforme sur [a, +-00[, car limy,— oo SUPgc(q, +oof |90 ()| = gn(a) — 0.

On en déduit que Y, -, (—=1)""!f} converge uniformément sur tout intervalle [a, +ocol.

On en déduit que T est de classe C! sur ]0, +ool.
3)a)Ona f(x) =0size[0,1] et f(1)=g(1).

b) Si (fn)nen converge uniformément, alors f est continue, donc g(1) = 0.
1 "o 1
c) On a bien f(z) =0. On a sup|fy, — f| =sup |fu| = fu(zn) ~ (1+1/n) s e — 0.
d) On a |fu(@)] = 2" |g(2)] = &" lg(x) — (1) < ="(1 ~ 2)M par VIAF.
1
1+1/n
4) a) On a 0 < exp(tX) < e'?, donc exp(tX) est une v.a. d’espérance finie.

Par le théoréme du transfert, on a L(t) = E(exp(tX)) = 3.2 a, exp(tzy), ot a, = P(X = z,).

n
1
On déduit de ¢) que sup | f,| < < > - 1M , donc (fn)nen converge uniformément sur [0, 1].
n

Posons f,,(t) = ay exp(tx,). On a Vp € N, f(p)( t) = an(xn)P exp(tay,).



Soit a > 0. On a sup;¢|—

a,al

(p)( )’ < anp? exp(ap). La série ) anp? exp(ap) converge.

Donc la série de fonctions fnp converge normalement sur tout segment [—a, a].

On en déduit que L est de classe O sur R et L®)(t) = 3120 a,, (2,,)P exp(tzy,).
En particulier, L) (0) = 3120 a,,(x,)P = E(XP) par le théoréme du transfert.
L'(t
b) On a ¢'(t) = ®) On a L(0) =1 et L'(0) = E(X) = 0. Donc ¢(0) = ¢'(0) = 0.

L(t)
L'(LE) ~ D? _ L") _ pPEEp(tX) _

L(t)? T L) T E(exp(tX))

On a ¢"(t) =

1 1
En intégrant deux fois sur [0, ¢], on obtient V¢ > 0, () < §p2t2. Donc L(t) < exp <2p2t2> .

5) a) P(Yoi1 = (0,0) | Y, = (1,0)) = P(Y41 = (0,0) | ¥, = (1,1)) =0,
Et P(Yo41 = (0,0) | Yp = (0,0)) = P(Yni1 = (0,0) | Y = (0,1)) = P(Xp12 = 0) = 3.

—

Donc P(Y41 = (0,0)) = 1P(Y,, = (1,0)) + 3 P(Y, = (1,0)).
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De méme pour les autres. On en dedultA—§ 010 1
01 01
1
b) PIN=0[Xp=0)=0et P(N=0|Xo=1)=P(X1 =1 Xo=1)=P(X1 =1)= .
1 1
D =1—-0=1et =1—-—=-=—-.
onc o e 50 5 5

c)Ona (N >n)=(Yo#A,..,Y,#A).

d) Lorsque Xo =0 et X; = 0, on a nécessairement Yy # A.

Donc P(N >n | Xo=0,X; =0) = P(Y; £A,...Y, £ A | Xo = 0, X; = 0).

Mais Y7, ..., Y, sont indépendants de Xj.

Donc on obtient P(Y; # A, ..., Y, # A | X; =0), qui vaut a,,—1 (cf propriété admise).

e) Par la formule des probas totales, on a :
an=P(N>n|Xo=0,X1=0P(X1=0|Xo=0+P(N>n|Xo=0,X1=1)P(X1=1]| Xo=0).
OnaP(X;=0]|X0=0)=P(X;=0) = % par indépendance. De méme pour P(X; =1 | Xy = 0).
Onaparc), PIN>n|Xo=0,X; =0) = ap_1.

De méme, P(N >n | Xo=0,X;1 =0)=P(Yi £A,.,. Yo 2A| X1 =1) =3, _,.

1
Donc a,, = ia”_l + 55”_1'

1 1
)OnaB —7 (N>TL|X0—1X1—O) (N>n’X0—1X1—1) 204n_1+0=*an_1.

2
g) On obtient donc < gz ) :A(gﬁ >,01‘1A:( )
onwaone 25 (7 ) =i () == (5) = (2 3) (1)

On en déduit Y7 a, =5 et 3.7y, = 3, d’ott on déduit E(N) = 1(5+3) =4.
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Remarque : On pourrait conclure plus aisément en utilisant les espérances conditionnelles :
a=1+(a+05)/2

Aveca=E(N | Xo=0)et §=E(N | Xo=1), on a en effet
f=1/2(1+«)



