
Interrogation no13. Corrigé

1) a) On a E(Z�) = G0�(1) = � et V (Z�) = G
00
�(1) +G

0
�(1)�G0�(1)2 = �.

Donc E(X�) = 1 et V (X�) =
�

�2
=
1

�
.

b) Par Bienaymé-Tchebychev, on a

P (jX� � 1j �
1

�1=3
) = P ((X� � 1)2 �

1

�2=3
) � �2=3V (X�) =

1

�1=3
! 0 lorsque �! +1:

c) On a jf(X�)� f(1)j � k jX� � 1j, donc jE(f(X�))� f(1)j � kE(jX� � 1j):

Pour conclure, il su¢ t de prouver E(jX� � 1j)! 0 lorsque �! +1:
Par Cauchy-Schwarz, E(jX� � 1j) � E(jX� � 1j2)1=2 = V (X�)1=2 =

1p
�
! 0 lorsque �! +1:

d) (Y = 0) =
S+1
n=1(Xn = 0). Donc P (Y = 0) �

P+1
n=1 P (Xn = 0) =

P+1
n=1 e

�n =
e�1

1� e�1 =
1

e� 1 < 1:

2) Les fonctions fn sont de classe C1 sur ]0;+1[:

a) Soit a > 1. On a 8n 2 N�, supx2[a;+1[
lnn

nx
=
lnn

na
= O

�
1

nb

�
, où b =

1 + a

2
> 1:

On en déduit que pour tout a > 1,
P lnn

nx
converge normalement sur tout intervalle [a;+1[.

Ainsi,
P
n2N fn et

P
n2N(fn)

0 convergent simplement sur ]1;+1[, et
P
(fn)

0 converge normalement sur [a;+1[, où
a > 1

Donc S est de classe C1, et 8x > 1, S0(x) =
P+1
n=1

(�1)n�1 lnn
nx

:

b) Soit a > 0. La série
P
(�1)n�1fn(x) converge pour tout x > 0 par le CSSA.

On a 8n 2 N�, 8x > 0,
��P+1

k=n(�1)kfk(x)
�� � fn(x).

La série
P
(�1)nfn converge uniformément sur [a;+1[, car supx2[a;+1[ jfn(x)j �

1

na
! 0 lorsque n! +1:

On en déduit que T est continue sur ]0;+1[:

De plus, la convergence est uniforme sur [1;+1[ voisinage de +1.
Donc par le théorème de la double limite, limx!+1 T (x) =

P+1
n=1 limx!+1 fn(x) = 1 +

P+1
n=2 0 = 1:

c) Soit a > 0: On pose n0 =
�
exp( 1a)

�
:

Pour tout x � a, on a exp( 1x) � n0, donc la série
P
n�n0(�1)

n�1gn(x) véri�e le CSSA.

Donc la convergence est uniforme sur [a;+1[, car limn!+1 supx2[a;+1[ jgn(x)j = gn(a)! 0:

On en déduit que
P
n�n0(�1)

n�1f 0n converge uniformément sur tout intervalle [a;+1[:
On en déduit que T est de classe C1 sur ]0;+1[:

3) a) On a f(x) = 0 si x 2 [0; 1[ et f(1) = g(1).

b) Si (fn)n2N converge uniformément, alors f est continue, donc g(1) = 0.

c) On a bien f(x) = 0. On a sup jfn � f j = sup jfnj = fn(xn) �
�

1

1 + 1=n

�n 1

n+ 1
� 1

en
! 0.

d) On a jfn(x)j = xn jg(x)j = xn jg(x)� g(1)j � xn(1� x)M par l�IAF.

On déduit de c) que sup jfnj �
�

1

1 + 1=n

�n 1

n+ 1
M , donc (fn)n2N converge uniformément sur [0; 1].

4) a) On a 0 � exp(tX) � et�, donc exp(tX) est une v.a. d�espérance �nie.
Par le théorème du transfert, on a L(t) = E(exp(tX)) =

P+1
n=0 an exp(txn), où an = P (X = xn):

Posons fn(t) = an exp(txn). On a 8p 2 N, f (p)n (t) = an(xn)
p exp(txn).



Soit � > 0. On a supt2[��;�]
���f (p)n (t)

��� � an�p exp(��). La série Pn2N an�
p exp(��) converge.

Donc la série de fonctions
P
n2N f

(p)
n converge normalement sur tout segment [��; �].

On en déduit que L est de classe C1 sur R et L(p)(t) =
P+1
n=0 an(xn)

p exp(txn):

En particulier, L(p)(0) =
P+1
n=0 an(xn)

p = E(Xp) par le théorème du transfert.

b) On a '0(t) =
L0(t)

L(t)
. On a L(0) = 1 et L0(0) = E(X) = 0: Donc '(0) = '0(0) = 0:

On a '00(t) =
L00(t)L(t)� L0(t)2

L(t)2
� L00(t)

L(t)
� �2E(exp(tX))

E(exp(tX))
= �2:

En intégrant deux fois sur [0; t], on obtient 8t � 0, '(t) � 1

2
�2t2. Donc L(t) � exp

�
1

2
�2t2

�
:

5) a) P (Yn+1 = (0; 0) j Yn = (1; 0)) = P (Yn+1 = (0; 0) j Yn = (1; 1)) = 0:
Et P (Yn+1 = (0; 0) j Yn = (0; 0)) = P (Yn+1 = (0; 0) j Yn = (0; 1)) = P (Xn+2 = 0) = 1

2 :

Donc P (Yn+1 = (0; 0)) = 1
2P (Yn = (1; 0)) +

1
2P (Yn = (1; 0)):

De même pour les autres. On en déduit A =
1

2

0BB@
1 0 1 0
1 0 1 0
0 1 0 1
0 1 0 1

1CCA :
b) P (N = 0 j X0 = 0) = 0 et P (N = 0 j X0 = 1) = P (X1 = 1 j X0 = 1) = P (X1 = 1) =

1

2
:

Donc �0 = 1� 0 = 1 et �0 = 1�
1

2
=
1

2
:

c) On a (N > n) = (Y0 6= �; :::; Yn 6= �):

d) Lorsque X0 = 0 et X1 = 0, on a nécessairement Y0 6= �:

Donc P (N > n j X0 = 0; X1 = 0) = P (Y1 6= �; :::; Yn 6= � j X0 = 0; X1 = 0):

Mais Y1; :::; Yn sont indépendants de X0.

Donc on obtient P (Y1 6= �; :::; Yn 6= � j X1 = 0), qui vaut �n�1 (cf propriété admise).

e) Par la formule des probas totales, on a :

�n = P (N > n j X0 = 0; X1 = 0)P (X1 = 0 j X0 = 0) + P (N > n j X0 = 0; X1 = 1)P (X1 = 1 j X0 = 0):

On a P (X1 = 0 j X0 = 0) = P (X1 = 0) =
1

2
par indépendance. De même pour P (X1 = 1 j X0 = 0):

On a par c), P (N > n j X0 = 0; X1 = 0) = �n�1:

De même, P (N > n j X0 = 0; X1 = 0) = P (Y1 6= �; :::; Yn 6= � j X1 = 1) = �n�1:

Donc �n =
1

2
�n�1 +

1

2
�n�1:

f) On a �n =
1
2P (N > n j X0 = 1; X1 = 0) + 1

2P (N > n j X0 = 1; X1 = 1) =
1

2
�n�1 + 0 =

1

2
�n�1:

g) On obtient donc
�
�n
�n

�
= A

�
�n�1
�n�1

�
, où A =

�
1
2

1
2

1
2 0

�
:

On a donc
P+1
n=0

�
�n
�n

�
=
�P+1

n=0A
n
�� �0

�0

�
= (I2 �A)�1

�
�0
�0

�
=

�
4 2
2 2

��
1
1=2

�
:

On en déduit
P+1
n=0 �n = 5 et

P+1
n=0 �n = 3, d�où on déduit E(N) =

1
2(5 + 3) = 4:

Remarque : On pourrait conclure plus aisément en utilisant les espérances conditionnelles :

Avec � = E(N j X0 = 0) et � = E(N j X0 = 1), on a en e¤et
(
� = 1 + (�+ �)=2

� = 1=2(1 + �)


