
Interrogation no11. Corrigé

1) a) Par le th spectral, il existe une base orthonormée B = (e1; :::; en) avec u(ej) = �jej :

On a alors hu(x); xi =
Pn
i=1 �ix

2
i , en notant x =

Pn
i=1 xiei: Donc hu(x); xi � �1

Pn
i=1 x

2
i = �1 kxk

2

b) On a dimG = n� p+ 1. Comme dimF � p, on a : dimGp + dimF > n.

Donc G et F ne sont pas en somme directe. Donc F \Gp contient un vecteur non nul x.

c) On reprend les notations du b). On a x 2 G.

Donc hu(x); xi � �p kxk2 : on applique a) à la restriction de u à G. Donc supx2F , x 6=0
hu(x); xi
kxk2

� �p:

d) Il y a égalité au c) avec F = Vect(e1; :::; ep).

Remarque : Donc �p est un minorant qui est atteint, c�est-à-dire le minimum.

2) a) hej ; u(ej)i est le coe¢ cient ajj , car u(ej) =
Pn
i=1 aijei et B BON. Donc � = trA = tru:

b) On a
Pn
j=1 ku(ej)k

2 =
Pn
j=1

Pn
i=1 a

2
ij = tr(A

TA):

(Variante :
Pn
j=1 ku(ej)k

2 =
Pn
j=1(Aj j Aj) = tr(ATA), par dé�nition de la matrice de Gram ATA).

Soit A0 la matrice de u dans une autre BON B0.

Il existe U 2 On(R) (matrice de passage entre deux BON) telle que A0 = U�1A0U = UTA0U .

On a donc tr(ATA) = tr(UT (A0)TUUTA0U) = tr(UT (A0)TA0U) = tr((A0)TA0UUT ) = tr((A0)TA0):

c) En considérant B BON adaptée à F � F?, on a A =
�
Ir O

O O

�
, donc f(B) = tr(ATA) = r:

3) Notons � et � les valeurs propres réelles de la matrice symétrique réelle A (donc diagonalisable).

Alors A 2 S++2 (R),
(
� > 0

� > 0
,
(
�� > 0

�+ � > 0
,
(
ac� b2 > 0

a+ c > 0

Autre peuve : Avec X =

�
x
y

�
2 R2;, on a XTAX = ax2 + 2bxy + cy2:

On veut donc q(X) = ax2 + 2bxy + cy2 � 0, avec égalité ssi (x; y) = (0; 0):

Lorsque y 6= 0, on a q(X) = y2 (ar2 + 2br + c), où r = x=y.

On pose � = 4(b2 � ac) le discriminant du polynôme P (r) = ar2 + 2br + c:

On en déduit que 8X 6= 0, q(X) > 0 ssi (a > 0 et � < 0), donc ssi (ac� b2 > 0 et a > 0).

Lorsque ac > b2 est véri�é, alors a et c sont nécessairement de même signe, donc a+ c > 0 ssi a > 0:

4) a) On a '(X;u(Y )) = (X j A(MY )) = (X j BY ).

Comme B est symétrique, on a donc (X j BY ) = (BX j Y ), c�est-à-dire '(X;u(Y )) = '(u(X); Y ):

b) Comme u est symétrique, u est diagonalisable, donc M aussi.

Remarque : M est diagonalisable dans une BON de Rn pour ' (mais pas en général pour le psc).

Remarque : On pourrait aussi prouver que M = A�1B est diagonalisable en utilisant le fait que A�1 une matrice de

Gram de la forme P TP , et donc M = P TPB est semblable à la matrice symétrique PBP T , car P est inversible.



c) supX 6=0
XTBX

XTAX
= supX 6=0

'(X;u(X))

'(X;X)
= maxSp(u) = maxSp(M):

5) a) �In n�est semblable (dont orthosemblable) qu�à elle même.

b) Supposons B orthosemblable à A. Il existe U 2 On(R) telle que B = U�1AU:

Comme B = UTAU , alors B est symétrique.

Comme B = U�1AU , alors A et B ont même polynôme caractéristique.

Réciproquement, supposons B symétrique et aynt même polynôme caractéristique que A.

Notons �1; :::; �n les racines (répétées avec multiplicité) de ce polynôme.

Alors par le th spectral, A et B sont tous les deux orthosemblables à D = Diag(�1; :::; �n):

Donc A et B sont orthosemblables (car si U et V 2 On(R) matrices de passage, alors UV 2 On(R).

c) La matrice R est orthogonale, donc M(�) et M(��) sont orthosemblables.

D�autre part, toutes les matrices de rotation sont de la forme M(').

Et on a (par commutativité) : M(')�1M(�)M(') =M(�):

En prenant � 6= 0 [�], on a M(�) et M(��) distinctes, orthosemblables et non directement orthosemblables.

d) On a S = U�1DU , avec U 2 On(R) , il faut que U soit une BON de vecteurs propres de S.

Si U 2 O�n (R), on considère V obtenue en changeant le signe de la dernière colonne de U .

On a alors S = V �1DV et V 2 O+n (R):

6) Posons Y = Z �X:

On a P (Y = k j Z = n) = P (X = n� k j Z = n) = 1

n+ 1
si 0 � k � n:

Donc 8n 2 N, P (Y = k j Z = n) = P (X = k j Z = n) pour tout 0 � k � n:

Autrement dit, X et Y ont les mêmes lois conditionnelles relativement aux événements Z = n.

Or, P (X = k) =
P+1
n=k P (X = k j Z = n)P (Z = n) et de même pour P (Y = k):

Autrement dit, on a : 8k 2 N, P (X = k) = P (Y = k) =
P+1
n=k

1

n+ 1
P (Z = n):

7) a) On a P (Bn+1 j An) =
P (Bn+1 \An)

P (An)
=
P (An+1)

P (An)
:

b) On a P (An) =
PN
k=1 P (An jM = k)P (M = k) =

PN
k=1

�
k

N

�n 1
N
=
1

N

PN
k=1

�
k

N

�n
:

c) Par les sommes de Riemann, limN!+1 P (An) =
R 1
0 x

n dx =
1

n+ 1
:

Or, P (Bn+1 j An) =
P (An+1)

P (An)
, car An+1 = An \Bn+1. Donc limN!+1 P (An) =

n+ 1

n+ 2
:

8) On pose B1 = A1 et 8k � 2, Bk = Ak nAk�1: On a ainsi N = tk�1Bk (union disjointe).

Par la propriété de sommation par paquets, on a
P
n2N an =

P+1
k=1

�P
n2Bk an

�
:

Remarque : La proprété assure au passage que les séries
P
n2Ak an et

P+1
k=1

�P
n2Bk an

�
convergent.

Or, on a
Pk
j=1

�P
n2Bk an

�
: =

P
n2Ak an car Ak est l�union disjointe (�nie) de B1; :::; Bk:


