Interrogation n°11. Corrigé

1) a) Par le th spectral, il existe une base orthonormée B = (eq, ..., e,) avec u(e;) = Aje;.
On a alors (u(z),z) = 321" \iz?, en notant = = Y7 z;e;. Donc (u(z),z) > A\ S0 22 = Ay ||z
b) On a dimG =n —p+ 1. Comme dim F' > p, on a : dim Gy, + dim F' > n.

Donc G et F' ne sont pas en somme directe. Donc F' N G, contient un vecteur non nul x.

¢) On reprend les notations du b). On a x € G.

(u(@),z)

Donc (u(x),z) > Ap ||a:H2 : on applique a) a la restriction de u & G. Donc SUPzeF, 240 I ”2 = Ap-
T

d) Il y a égalité au c) avec F' = Vect(eq, ..., €p).
Remarque : Donc A\, est un minorant qui est atteint, c’est-a-dire le minimum.
2) a) (ej,u(e;)) est le coefficient a;j;, car u(e;) = Y i ; ajje; et B BON. Donc 7 = tr A = tru.
2
b) On a 370y [lule;)|I” = 327y 357y afy = tr(ATA).
(Variante : 377, u(e;)|? = doi-1(45 1 4;) = tr(AT A), par définition de la matrice de Gram AT A).
Soit A’ la matrice de u dans une autre BON B'.
Il existe U € O,(R) (matrice de passage entre deux BON) telle que A’ = U~tA'U = UTA'U.

On a donc tr(ATA) = tr(UT(AYTUUTA'U) = tr(UT (ANTA'U) = tr((A)TA'UUT) = tr((A)T A).

I, | O

¢) En considérant B BON adaptée & F @ F+ ona A = < 010

>, donc f(B) = tr(ATA) =r.

3) Notons A et u les valeurs propres réelles de la matrice symétrique réelle A (donc diagonalisable).

A>0 A >0 ac—b* >0
Alors A € ST (R) & & &
w>0 A4+ pu>0 a+c>0

Autre peuve : Avec X = < Zj > € R2,, on a XTAX = az? + 2bzy + cy?.

On veut donc ¢(X) = ax? + 2bxy + cy? > 0, avec égalité ssi (x,y) = (0,0).

Lorsque y # 0, on a ¢(X) = y? (ar? + 2br +¢), ou r = 2/y.

On pose A = 4(b? — ac) le discriminant du polynome P(r) = ar? + 2br + c.

On en déduit que VX # 0, ¢(X) > 0ssi (a > 0 et A < 0), donc ssi (ac — b?> > 0 et a > 0).

Lorsque ac > b? est vérifié, alors a et ¢ sont nécessairement de méme signe, donc a + ¢ > 0 ssi a > 0.
4) a) On a (X, u(Y)) = (X | A(MY)) = (X | BY).

Comme B est symétrique, on a donc (X | BY) = (BX | Y), c’est-a-dire (X, u(Y)) = ¢(u(X),Y).
b) Comme u est symétrique, u est diagonalisable, donc M aussi.

Remarque : M est diagonalisable dans une BON de R™ pour ¢ (mais pas en général pour le psc).

Remarque : On pourrait aussi prouver que M = A~!B est diagonalisable en utilisant le fait que A~! une matrice de

Gram de la forme PT P, et donc M = PTPB est semblable a la matrice symétrique PBPT, car P est inversible.



XTBX (X, u(X))

C) supX;éO m = SupX#) W = Imax Sp(u) = Imax Sp(M)

5) a) al, n’est semblable (dont orthosemblable) qu’a elle méme.

b) Supposons B orthosemblable & A. Il existe U € O,(R) telle que B = U1 AU.

Comme B = UT AU, alors B est symétrique.

Comme B = U~'AU, alors A et B ont méme polynome caractéristique.

Réciproquement, supposons B symétrique et aynt méme polyndéme caractéristique que A.

Notons Ay, ..., A, les racines (répétées avec multiplicité) de ce polynome.

Alors par le th spectral, A et B sont tous les deux orthosemblables & D = Diag(A1, ..., Ay).

Donc A et B sont orthosemblables (car si U et V' € O, (R) matrices de passage, alors UV € O, (R).

c) La matrice R est orthogonale, donc M () et M (—6) sont orthosemblables.

D’autre part, toutes les matrices de rotation sont de la forme M ().

Et on a (par commutativité) : M (o) *M(0)M () = M ().

En prenant 6 # 0 [r], on a M (0) et M(—0) distinctes, orthosemblables et non directement orthosemblables.
d) Ona S =U"1DU, avec U € O,(R) , il faut que U soit une BON de vecteurs propres de S.

Si U € O, (R), on considére V obtenue en changeant le signe de la derniére colonne de U.

On a alors S = V1DV et V € O} (R).

6) Posons Y =7 — X.

si0<k<n.

1
PY=k|Z=n)=PX=n—-k|Z=n)=
OnaP(Y =k|Z=n)=P(X=n—k|Z=n)= ——
DoncVn e N, P(Y =k | Z=n)=P(X =k | Z =n) pour tout 0 < k < n.
Autrement dit, X et Y ont les mémes lois conditionnelles relativement aux événements Z = n.
Or, P(X =k) =Y/ P(X =k | Z=n)P(Z =n) et de méme pour P(Y = k).

1
Autrement dit, ona: Vk €N, P(X =k) = P(Y = k) =31% ——P(Z =n).

n=kn 41

P(Bn-i-l n An) P(An-i-l)

7) a) On a P(Byi1 | A,) = - .
) a‘) na ( +1 ‘ ) P(An) P(An)
b) On a P(An) =3 P(An | M =k)P(M =k) =3, N N:NZI@:I N/
. . 1 n 1

c) Par les sommes de Riemann, limy .4 P(A,) = [y 2" dz = g
Or, P(Bny1 | An) = }()(AZ)), car Apq+1 = A, N Bpi1. Donce limy 4o P(Ay) = -t
8) On pose By = A; et Vk > 2, By, = A \ Ap—1. On a ainsi N = Ug>1 By, (union disjointe).
Par la propriété de sommation par paquets, on a ) @, = Zg (Zne B, an> .

Remarque : La proprété assure au passage que les séries ) A, Gn €t Z:j (Zne By an) convergent.

Or, on a Z§:1 (ZnEBk an) .= nea, On car Ay est I'union disjointe (finie) de By, ..., By.



