Interrogation n°10. Corrigé
1) Pour tout = € F, (a,x) = (b, x), et par Cauchy-Schwarz, (b, z) < ||b|| ||z, avec égalité notamment pour x = b.
On en déduit que M = ||b]| .

2) a) On a VZ] € [[17p]]7 <l‘ - ya€j> = <l‘,€j> - E?:l <Zl?,61‘> 51] =0.
Donc x — y est orthogonal a tous les e;, donc par linéarité a tout vecteur de F.
b) Onaz = (z —y) +y € F+ @ F, donc par Pythagore, ||z|? = ||z — y||* + ||=/?.

Donc ||z]|*> > |lyl|* = 3P, (z, ), avec égalité ssi @ — y, c’est-a-dire ssi = € F.
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Supposons A orthogonale : AT A = I,,. Alors UTU = I, donc U orthogonale, donc inversible.
Comme UTW = O, alors W est nulle, donc VIV = In—p.

Réciproquement, si U et V € O,(R) et W nulle, alors AT A = I,,.

Variante : Les colonnes de A forment une BON, donc les colonnes de U forment une famille orthonormée, donc
U orthogonale. Les colonnes de W sont orthogonales aux colonnes de U, donc W est nulle. Et on en déduit que

V est orthogonale. Réciproque immédiate comme précédemment.

b) Il résulte de a) par récurrence sur n que A est diagonale et les coefficients diagonaux € {—1,1}.

En effet, on prend p = 1 et on applique I’hypothése de récurrence a V' orthogonale et triangulaire supérieure.

Remarque : Preuve directe : On montre par récurrence forte que A; = £F;.
A chaque étape, A; € Vect(E1, ..., E;) doit étre orthogonal aux précédents, donc a Vect(Ey, ..., Ej_1), donc A; €
RE;, et comme [|A;|| =1, alors A; = +F;.
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De plus A est symétrique, donc Ey et £ sont supplémentaires orthogonaux.
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4) a) A=— < 1l > est de rang 1 et de trace 1, donc diagonalisable de valeurs propres 0 et 1.
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Donc A est la projection orthogonale sur £y = Im A, c’est-a-dire la droite R < 1 > .

b) Les vecteurs colonnes de B forment une BON de R2, et det B = 1, donc B est une rotation.
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B=— L est la matrice de rotation C.Obe sin 0 ,ouf = T
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c) C= ﬁ ( 1 1 > est symétrique de valeurs propres 1 et —1, car xo(x) = z? — 1.

Donc E; et E_1 sont supplémentaires orthogonaux. et C' est la symétrie orthogonale par rapport a Fj.

En résolvant CX = X, on obtient £y =R < \/51_ 1 > = Re™/8, car s(e?) = ¢/ (premiére colonne).

5) Par le théoréme du rang, Ker(u — Id) et Im(u — Id)* ont méme dimension.

11 suffit donc de prouver que Ker(u — Id) et Im(u — Id) sont orthogonaux.

Soient (z,y) € Ker(u — Id) x Im(u — Id). Ainsi, u(z) = x et y est de la forme u(z) — z.
Donc (z,y) = (z,u(z) — 2z) = (z,u(2)) — (z, 2) = (u(z),u(z)) — (z,2) =0 car u € O(E).

6) a) Posons m = minxepn |AX — BJ|. On a m = d(B,Im A). Par le cours, m = ||Y — B]|.



Donc ||AXy — B||=mssi AXy =Y.

b) Y est défini par Y € ImA et Y — B € (Im A)*, donc ssi AT(Y — B) =0.

Donc AXg =Y ssi AT(AXy — B) =0, c’est-a-dire ATAXy = AT B.

c¢) On sait que Ker(A”T A) = Ker A, d’ott on déduit rg(AT A) = rg A par le th du rang. Et rg A = rg A"
Comme Im(AT A) c Tm(AT), on en déduit donc par dimension que Im(AT A) C Im(AT).

Lorsque B décrit R", AT B décrit Im(A”), donc X existe et est unique ssi AT A est inversible.

Donc ssi Ker A = {0}, donc ssi rg A = p (la famille des vecteurs colonnes est libre).

7) a) Ona A= PA’,ou P = PE’. En effet, pour tout j, 4; = PA;, ou A; = Matga; et A; = Matp a;.
Comme P € O, (R) car B et B’ orthonormées, alors |det P| = 1, d’ou |det A| = |det A'|.

b) Chaque aj, — by, est combinaison linéaire des a;, avec j < k. Donc detg(az, ..., a,) = detg(b1, ..., by).

En effet, par récurrence sur k, on a detg(a, ..., a,) = detp(by, ..., bg, agy1, ..., Gn).

b
c) On considére la base orthonormée B = (eq, ..., €y), avec e; = m

J
detg(b1, ..., by) est la matrice diagonale Diag(||b1]|, ..., ||bn||), donc detg(b1, ..., bn) = ||b1]| ... [|bn]] ;

Par b), V(ai,...,an) = ||b1]| - [|bnl-
Comme by, est un projeté orthogonal de ay, alors ||bg|| < ||ak|| par Pythagore.

8) On a e; =¢€) et ea =€) — €}, donc (e, e2) = (e, el —€)) = (e, eh) — (e}, e}) = —1.

Remarque : De fagon générale, le produit scalaire faisant de B une base orthonormée est défini par (x,y) =

>y xiy;, psc des coordonnées (z;) et (y;) de x et y dans B.

9) a) On a < (;?jg _Czlsnga > = (cos ) ( (1) (; > + (sin ) ( (1) _01 >

D’ou O;(R) = Vect (E11 + Ea2, E21 — E12). De méme O, (R) = Vect (E11 — Ea9, E12 + Eo1).

On en déduit que les E;; appartiennent a Vect(O2(R)).

Par exemple, 11 = 1(E11 + E») + 5(E11 — Ex) et Eip = $(E12 — Ea1) + 3(E12 + Ea).

Donc Vect(O2(R)) = M2(R).

Remarque culturelle : Plus généralement, on a Vect(O,(R)) = M,,(R) pour tout n € N.

On vérifie en effet que chaque matrice E;; est combinaison linéaire de deux matrices orthogonales.
Par exemple, E;; = £(E;; — Eji + J) + 3(Eijj + Ej; — J), ou J = 2k {i gy k-

b) Par a) et par linéarité de B — tr(AB), on a donc VB € Ms(R), tr(AB) = 0.

En particulier, tr(AAT) = 0, donc A = 0.

Variante : Pour le psc (A | B) = tr(AB7T), on a donc A orthogonal & toute matrice, donc A = Os.



