Interrogation n°7. Corrigé

1) On suppose
- Les f, continues par morceaux et intégrables
- Pour tout ¢ € T, la série 3 f,,(t) converge et la fonction S : ¢ —— > f,(¢) est continue par morceaux.
- La série ) [} | fn| converge.
Alors S est intégrable et [, S(t) dt = 30 [, fa(t) dt.
ft)

2) a) Posons g(t) = e (1 — e~ ). L’application g est continue par morceaux sur |0, +oo].
On a g(t) ~o zf(t) et g(t) = O4+oo(f(t)). Donc g es tintégrable.
0
b) - Pour tout ¢t > 0, x — g(z,t) est de classe C?, et 8—?(3:, t) = f(t)e ' continue par morceaux en t.

- Pour tout x € [0, +oo[ on a |g(x,t)| < |f(t)| intégrable sur ]0, +ool.

On en déduit que L est de classe C! sur [0, +o0[, et L'(z) =z 0+°o f(t) e ' dt.

3) On peut prendre Ej1E19 = Oy et E19E7; = Oa.
Plus généralement, on choisit A et B € Mo(K) de rang 1 telles que Im B C Ker A et Im A & Ker B.
4) a) On a Imu C Kerwu, donc par le th du rang, r < n — r, c’est-a-dire r < %n

b) On considére une base (e, ..., e,) de S supplémentaire de Ker v dans F.
Par le lemme fondamental de I’algebre linéaire, on a (u(eq), ..., u(e;)) base de Im w.
Comme Imu C Keru, alors (eq, ..., e, (u(e1), ...,u(e,)) est libre.

Par le théoréme de la base incompléte, on peut compléter cette famille en une base de E.

Remarque : En fait, on peut choisir les fo,11, ..., f dans Ker u, en complétant (u(ey), ..., u(e,)) en une base de Ker w.
On obtient alors une base B adaptée a S @ Keru = F.

5) a) Onau=>_,v;o0p;.

Remarque : Supposons ujp, = v;. Alors u(z) = u(3_i_; pi(x)) = i u(pi(x)) = > i_; vi(pi(z)).
Réciproquement, > ., v; o p; est bien linéaire et on a bien Va € Fj, (37, v; opi)(z) = vi(z) + 0 = u(x).
Remarque : Dans une base B= By U...U B, adaptée a& F} & ... ® F,. = E et C base de F,

on a Matgcu = ( Ay ‘ ‘ A, ), ou A; = Matg, ¢ v;.

6) a) Ona NE; =0etVje [2,n], NE; = E;_;.

b) On a donc N"“Ej = Ej_ sij >k, et 0 sinon.

Donc N = (0,0, ...,0, E1, Es, ..., E,_1) si k < n, et N¥ =0, pour k > n.

¢c)Ona(l,—N)I,+N+N2+..+N"1)=1,— N" =1, car N* = O,. D’ott le résultat.

7) a) Supposons (i). Alors les colonnes de A appartiennent & un méme vecteur X € K™.



On adonc A= (11X, ...,ynX) = XY avec X € K" et Y € K non nuls car rg A = 1.
Supposons (ii). Alors A = (11X, ...,ynX) de rang 1, car les y; X ne sont pas tous nuls.
b) Im(A+B) CImA+ImB, car (A+ B)X = AX + BX.

Donc rg(A + B) < dim(Im A + Im B) < dim(Im A) + dim(Im B) = rg A + rg B.

¢)Ona M = A+ B, avec A= (sh(i) ch(j))1<;<p1<j<pn € B = (ch() sh()))1<icpi<j<n -

Par a), rg A =rgB =1, donc par b), rg(A+ B) <rgA+rgB = 2.

sh2 sh3
sh3 sh4

= sh2shd — (sh3)? = 1 (ch(6) + ch(2) — ch(6) 1) = h<2;—1 20,

d) La sous-matrice

Donc M est de rang > 2 (rang de la sous-matrice), d’ou rg M = 2.

8) Premiére preuve : On pose Gy = Fy + ... + F},, avec notamment Gy = {0}.
Par applications successives de Grassmann, dim(G,,) = > ;_, dim(Fy) — > p_; dim(Gj_1 N Fy).

Donc dim(G,,) = >, dim(Fy) ssi Vk, Gr—1 N Fy, = {0}, donc ssi les sev Fj, sont en somme directe.

Variante : Deuxiéme preuwve : On raisonne par récurrence sur p € N*. Immédiat pour p = 1.

Le cas p = 2 résulte de la formule de Grassmann : dim(F}) + dim(Fy) — dim(Fy + F2) = dim(Fy N Fy).
Supposons la propriété vraie au rang p.

Soient F, ..., Fp4q tels que dim(Fy + ... + Fpiq) = Zﬁii dim(Fy). Posons G = Fy + Fo + ... + F),.
L’hypothese s’écrit donc (H) : dim(G + Fpy1) = Y h_ dim(Fy) + dim(Fp41).

Attention, pour pouvoir appliquer 'hyp de réc, il faut prouver que dim G = Y7 _, dim(F}).

Or, on a toujours dim G < Y P _, dim(F}).

Donc par 'hypothese (H), on a nécessairement : dim(G) = > -7 _; dim(Fy).

Donc par hyp de rec, on a 1 & Fo @ ... ® F),.

De plus, on a donc aussi dim(G + Fpy1) = dim(G) + dim(Fp+1), donc par le cas p =2, on a G & Fp 1.

D’ou F1 D F2 b ...DH Fp D Fp+1.

Troisiéme preuve : Considérons des bases By, des F..
Alors B = By U By U ... U B, est une famille génératrice de G = Fy + Fo + ... + F),.

Par hypothese, dim G = Y7 _, dim F, = >~} _; card By, = card B. Donc B est libre. Donc Fi1 & F> & ... @ F,.

Quatriéeme preuve : On considére u : Fi x Fo X ... X ), — F1 + Fy + ... + F),.
u est linéaire surjective. Par hypothese, dim(F} + Fp + ... + Fp) = > 7 _; dim Fy, = dim(F] x Fy X ... X Fp).

Donc u est bijective, et en particulier injective, c’est-a-dire Fy @ F @ ... © F),.

b) On a uj + ... +up = Id, donc Imuq + ... +Imu, = E. Par a), Imu; @ ... ®Imu, = F.
OnaVz e E, z =u(z) + ... + up(x) et ui(z) € Imu,.

Par unicité de la décomposition, u;(z) est donc le projeté de = sur Imu; parallélement a F;.



9) a) Cas particulier : A = J,. On prend B = (J,)T = < g 8 > € My (K).

Cas général : On sait que A s’écrit QJ, P, avec Q € GL,(K) et P € GL,(K).

On prend alors B = P~1(J,)TQ 1.

b) Comme rg(ABA) < rg(AB) = dim A < rg(B), donc rg A < rg B. De méme, rg B < rg A.
Rappels : On a Im(uov) = u(Imv) C Imu, donc rg(uowv) < rg(u).

Et Im(uov) =dim(Imv) — dim(Keru NImv) < rgv.

. . 1
10) a) Oui : On peut prendre n < p et les matrices A = ( I, ‘ On—p ) et B = < On >
n—p
b) Non : Quitte & permuter les roles, on peut supposer p < n.

On a rg(AB) <rg(A) < min(n,p) = p. Donc rg(AB) < n, et a fortiori, AB # I,,.

11) a) ¢ : E, = CP  (up)nen — (o, ..., Up—1) est un isomorphisme linéaire.

Remarque : Ainsi, les ¢~ }(Ej;), avec 0 < j < p, forment une base de Ej,.

b) On a ¢(T,) = (1,w, ...,wP™L).

Les vecteurs (1,w,...,wP™!) € CP, avec w € Up, forment une base de CP, car la matrice associée est une matrice de

Van der Monde inversible d’ordre p. Donc B est une base de E,,.

c) Si u et v sont des suites complexes respectivement périodiques de périodes p et g, alors pour tout (\,u) € C2, la

suite Au + pv est périodique de période pg. Donc E est un sev (stable par combinaison et contient la suite nulle).
d) B engendre E, car elle engendre tous les E, (par b)). Pour prouver que la famille est libre, il suffit de noter que
toute famille finie de B appartient & 1'un des E,, donc est libre (par b)).

Remarque : En fait, T, est vecteur propre de 'endomorphisme S : £ — E (up)nen — (Un+1)nen-



