Interrogation n°6. Corrigé

Exercice A

1) L’application f’ est continue sur [0, 400 et converge en 400, donc est bornée. Posons M = sup | f’|.
Posons V(0, z) €]0,1] x [0, +o0[, g(#,z) = f'(6z). On a :

- Pour tout > 0, § — f’(6z) est continue donc intégrable sur |0, 1]

- Pour tout € > 0, on a lim,_, 1 g(0,z) = L

- Domination : On a Vz € [0,4+o00[, |g(6,x)] < M = ¢(0), et ¢ est intégrable sur [0, 1].

Donc, par convergence dominée, limg 4 oo fol f'(0z) do = fol L do = L.

2) On a f(z) = f(0) + [y f'(t) dt = f(0) + :Efol 1 (0x) df. Par 1), on obtient lim,_, f;x) = L.
Exercice B

1) Quitte a prolonger f par 0 sur [1,+o0[, on peut supposer f : [0, +oo[— R continue par morceaux et bornée.

On a alors L(z) = [;7° f(t) et dt.

L’intégrale est définie pour tout = > 0, car f(t) e ' = O4o0(e™¥) et z > 0.
1
Le changement de variable u = tx donne L(z) = —J(z), ou J(z) = 0+°° f (E) e ™ du. On a alors :
x x
-Vu >0, limgyoo f (E) e " = f(0)
x

- Domination : Yx > 0, )f (E) e U < Me ™ = p(u), ot M =sup|f|. On a bien ¢ intégrable sur [0, +o0],
T

On en déduit par convergence dominée que lim,_, 4o J(z) = O+°° f(0) e du = f(0). Donc L(x) ~ @
x
Remarque : Une autre solution consiste & utiliser J(z) = [ f (E) e du= 0+°° g(u,x) du,
x
ou g(u,x) = f (E) e "siue|0,z] et g(u,z) =0siu>az Onaalors Vo > 0, |g(u,z)| < p(u).
x
2) On utilise le changement de variable 6 = tan(t), avec ¢ € [0, %] On a df = (1 + tan?t) dt.
On obtient J(z) = fgr/4(1 + tan?t) et dt.
On applique 1) a la fonction f : [0, Z] — R définie par f(t) =1+ tan®t
(le fait de remplacer [0, 1] par [0, 7] ne modifie en rien la preuve de la démonstration).
1
Comme f est continue et que f(0) =0, on en conclut que J(z) ~ —.
x
3) Deux solutions :
e ™ 1
Premiére méthode (conseillée) : On utilise une IPP : On a L(x) = e + = fol f/(t) e ™ dt.
x x
(0 1 (0
En appliquant 1) & f/, on a fol fl(t) et dt ~ fi ) Comme e % = 0, o <$>, on obtient L(z) ~ fa:<2)
Seconde méthode : On a x?L(x) = 0+°O xf (E) e " du.
x
Comme f(0) = 0, on a f(h) ~ f/(0)h en h = 0, donc limy_ o0 2 f (3) = £/(0).
x
Par I'IAF, on a Vz € [0, +ool, |f(h)| < Mh, ot M = supjg ) |f’|. D’oit la domination ):cf <E> e U < Me ™.
’ x



Exercice C

1) a) La série converge absolument donc converge.

1
b) Posons f,(z) = (—=1)"e~***. On a f0+°° |fnl = -

1 1y
Comme ) — converge, alors par le th ITT, f est intégrable et f0+o° f(z) de =32 0 =020 o (71) .
a

n Qn

1
2) a) Résulte du criteére spécial des séries alternées : La suite <> est décroissante et tend vers 0.
an / pen+

1

b) On ne peut pas utiliser le théoréme ITT, car la série > f0+oo e~ dx = > — peut diverger.
an

L’idée est d’appliquer le th de cv dominée aux sommes partielles, S, (z) = > j_,(—1)Fe %2,

Par I'encadrement classique des sommes partielles des séries alternées, on a VYn € N, 0 < S, (x) < e™%% = ().

Et ¢ est intégrable sur |0, +o00[. Par convergence dominée, on a donc lim,_ 4 f0+°° Sp(x) do = 0+°° f(z) dx.

—1)k
Or, par linéarité, fo Sp(z) dx = +°° S o(=DFem s gy =50 (=1) .
ag

Donc par cv dominée, f0+ f(x) de = f0+ limy, 400 Sp () dox = limy,— 4o f0+ Sp(z) de =31 ( - ) =\

Autre méthode : On utilise la propriété sur les restes des séries alternées : |f(x) — Sp(z)| < e™ @17,
1

Gn41

— 0.

Donc ‘fo—i-oo x) dx — +°° Sp(x) dm‘ < f0+°° |f(x) — Sp(z)| dx = f0+°° e~ an+1T o —
On en déduit fo f(z) do = f0+°° limy, 400 Sp(x) dz = A.

Autre méthode (déconseillée) : On pourrait regrouper les termes deux par deux dans les séries alternées 320 (—1)"e 7

ce qui rameéne & une série de fonctions positives a laquelle on peut appliquer le th ITT.

Exercice D

of

1) On pose f(t,z) =t*"1F(t). On a Vn € N, 87(:1: t) = (Int)*~LF(t).
Ces fonctions sont intégrables, car (Int)"t* "1 F(t) = O, oo (F(t)) et (Int)"t* 1 = Ot 1), ot y = g
On a Vzx € [a,b] C]O, 1], g;‘:(a:,t)‘ < pt) = { HE;;Z i:_llﬁ((t)) :11 : S](i’ 1 , et o intégrable sur |0, +oo.
Donc G est de classe C* sur 0, 1], et G fo (Int)t*~L1F(t) dt.

2) a) |fg| w %(jﬁw + g*w), donc fg w est bien intégrable.
Ona0<(f+9)%w=(f2w+g?w)+2fgw somme de fonctions intégrables, donc f + g € E.

b) On applique a) avec la fonction w(t) = t*~1F(t) strictement positive et intégrable sur ]0, +oc].
On a alors G'(z) = (1,Int), G(z) = ||1]]* et G"(x) = ||Int|?.
Par l'inégalité de Cauchy-Schwarz, on a donc G'(z)? < G(z)G"(x).

/ ey (2
c)Ona (InG) = (g) = GGG;G) > 0 par b). Donc InG est convexe.

Remarque culturelle : De fagon analogue, la fonction I' : z +—— f0+°° t*~le=t dt est convexe sur |0, +oo|.

Exercice E



1) a) Soit z € R. Comme g est bornée, f(t)g(x —t) = O_oo(f(t)) et f(t)g(x —t) = O4o0(f(2)).

Comme f est intégrable, alors par comparaison, il en est de méme de t — f(t)g(x — t).

b) On a :

- Pour tout t € R, I'application  — f(¢)g(xz — t) est continue.

- Domination : Vx € R, Vt € R, |f(t)g(x —t)| < ¢(t) = M |f(t)|, ot M = supg |g| . Ainsi, ¢ est intégrable.
On en déduit que f * g est continue.

¢) Par a), Gy est bien définie. On a YA > 0, Ga(z) = [T Af(M)g(z — 1) dt = [T2° f(u (93 - 9) du.

On fixe z. On a Yu, limy_ ;1 f(u)g (m - %) = f(u)g(x).

Domination : YA, |f(u)g (:17 — X)‘ < M |f(t)|, ot M = supg |g| .
On en déduit par convergence dominée que limy_, 4 Gy (x f +°° ) du = g(z).
2) a)Ona (f=*g)( f’B g(x —t) dt, d’ou l'existence de (f * g)(z) comme intégrale sur un segment.

b) Soit [a,b] C R. On note que Vx € [a,b], Vt € [a, 5], (z —t) €[a—B,b—a] =V.
On a donc Vt € [a, 5], | f(t)g(x —t)] < (), ou ¢(t) = |f(t)| supy |g|- On a ¢ intégrable sur [«, S].

On en déduit que f * g est continue sur R.



