Interrogation n°5. Corrigé
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1) a) Sia> 3 Wn = (0] (6)’ ou 1 < 8 < 2, donc Y w,, converge.
n

1 1
Siagi,wnZ—pournassez grand, donc ) w, diverge.
n
—1)"1 —1)"1 Inn)?
b) On a In 1+( )" Inn z( ) nn—sn,avecanw(nn).
n n 2n 2

- La série ) _ &, converge ssi a > 3

- (—)"Inn s - )
- La série ) ~—"——— converge par le critére des séries alternées :
Inn d (Int Int 1
En effet, () tend vers 0 et est décroissante, car on a — <> =——5 +5 <0pourt>e.
n ) s dt \ t 2t

: : 1
- Donc la série > u, converge ssi a > 3

2) a) La suite (R),)nen- est décroissante et converge vers 0, donc > (—1)"R,, converge pour tout a > 1.
dt 1
b) Par comparaison entre séries et intégrales, on a R, > frjroo VEvG) = %, car t — Py décroit.
Donc la série & termes positifs Y R,, diverge.
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Remarque : En revanche, Vrai si (u,)nen est positive, car pour n assez grand, on a alors (uy)? < u, < 1.
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3) Contre-exemple : ) converge, mais »_ — diverge.
n
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4)a)0nﬁxex20.0na:<— >: i Ni,doncz<—
n

converge.
n n+x n(n + x) n n+x

1 1 1 1 ) 1
b) 27]1\/:1 <n T —|—p> = Zf:[:l b 22[:1 ntp par télescopage. Donc f(p) = 25:1 ’ ~ Inp.

Remarque : Pour z réel, on a f(p) < f(z) < f(p+1), ot p = |z], car f est croissante sur R,
Comme In(p+ 1) =Inp + In(1 + 1/p), alors In(p + 1) ~ Inp lorsque p tend vers +oc.

Lorsque x tend vers +oo, alors p tend vers +o0o. Par pincement, on a donc f(x) ~4o Inz.

Ce résultat peut aussi étre obtenu directement par une comparaison avec une intégrale :

t t=-+o0
Ona f(z)=31% m et on compare f(x) avec 1+°° e j_ ) dt = [ln (t " x)Lﬂ =In(z+1) ~400 Inz.
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5)a)OnaIn: mo +f0 WZO—F?)?%(In—InH),cart :(1+t)—1
. . Un+1 | Iy 1 n+1
b) On a (Inw,; lnun)—ln(un)—ln<ln>+3ln< - >

On a In (L}:l) =1In (1— 3n1—i—1> :—3%—1-0 <nl2> et que In (n:l) —i—i—O(nlz) .

Donc (Inupq1 —Inwuy,) =0 (7;), et ainsi, Y (Inwu,4+1 — Inwu,) converge.

On en déduit que la suite (Inwu,),en converge vers u € R, donc limy,—, 4 oo uy = A = €.

On en conclut I, ~ An~1/3.

6) a) a, = R,—1 — R,

b) Remarque : S7_  kap = 37 k(Rp_1 — Ry) = S0 Zg(k + )Ry, — S p_o kRx = S.7—y R, — nR,.

Comme ) a,, vérifie le CSSA, alors |R,,| < an+1, donc a fortiori lim,,—, o nR, = 0.



La série Y na, = >
On en déduit que Y R,, converge et que Z SO0 Rn =1limy oo > e é R =04 1lim,, 4 Zk 1 kar, =1n2.

1 1 1 2t+mn n+1 1 1
F(n) = [ - — o ()| =4 (1)~ g
7) &) F) =y (2t+n 2t+n+1> « [2n<2t+n+1)]o 2 n< n > 2 n( +”> 2n

1 1
b) En regroupant dans la série alternée les termes deux a deux, on a R, = ,ZB < — ) .

est la série harmonique alternée dont la somme vaut In 2.

(_1)n71

2k+n  2k+14+n

1 1
La foncti ot — = t décroi te.
O T S T 2t v 14n (2 tn) (2t 1rp) o Cocrossame
1
Donc F(n) < R, < F(n) + ¢(0), ou ¢(0) = nn T 1) Variante : F(n) < R, < F(n — 2).
n(n

Remarque : Par pincement, on en déduit donc R,, ~ o
8) a) Posons S, =In P, =Y _In(ay,).
Comme ) (1 — a,) converge, alors a fortiori lim, 4 a, = 1.
Comme In(1+z) ~ z en x = 0 et que In(a,) = In(1 + (a, — 1)), alors |[In(a,)| ~ |1 — ay]|.
Donc par comparaison, Y In(a,) converge absolument vers un réel A\. Et lim,_, ;o P, = exp(A).
b) On a |1 — |z|| < |1 — z| par la seconde inégalité triangulaire, c’est-a-dire |1 — p| < |1 — z|.
Ona|lm(l—2)| <|1— z| par Pythagore, c’est-a-dire |psind| < |1 — z|.

¢) On considére z, = p,e, avec 0,, €] — I, %] car Rez, > 0. On a P, = ([[}_o pr) exp(i Y- 1o Ok)-
On va prouver que [] p,, converge vers un réel non nul p et que Y ,_, 6, converge vers un réel 6.
On obtiendra alors (par continuité de exp) le résultat souhaité : lim,, ;o P, = pe'® # 0.
Or, ] p,, vérifie les propriétés du a) : p, # 0 et > |1 — p,| converge, car par b), |1 —p,| < |1 — z,].
D’autre part, limy, 400 p, = 1 €t lim,, 1 o0 p,, sin @, = 0, car par b), |p,, sinf,| < |1 — z,].
On a ainsi limy, , { o sin @, = 0, donc lim,, , yoc 0, =0 (en effet, —5 < 0,, < T donc 6, = arcsin(sin6y,)).

On en déduit que 6, ~ p,, sind,. Comme Y |p,, sind,| converge, > 0,, converge.absolument.

9) a) Par IPP, on a : [Vsin(rz)f(z) do = [—i COS(TF(IE)f($):| + %fﬁ cos(wx) f'(x) dz

L'intégrale [ cos(mz)f'(x) da converge absolument, car [ |f'(z)| dz = — [ f'(z) dz = f(n).
On en déduit que R(n) existe et que R(n) = %f(n) + % f;oo cos(mx) f'(z) dx.

De plus [R(n)| < f )+ 2 f+°° ()] dz = %f(n). Done T, = O(f(n)).

b) R(n) = 3420 (=1)* Ay, avec Ay = fk sin(rz)| f(z) dz.

En effet, la fonction x — sin(7x) est positive ou négative sur [k, k + 1], selon la parité de k.

On a donc Ay = fol sin(mw@) f(k + 0) db.

En utilisant le fait que f est décroissante et converge vers 0, on montre que (A4, ),en décroit vers 0.

n 2
Donc la série 7% (—1)* 4y, vérifie le CSSA et |[R(n)| < A, < f(n) N sin(rz)| de = Zf(n).
™

1 1
10) a) OnaVt € [0,1],Vn e N, f(t+1) < 2—nf(t), donc u, < o en intégrant pour t€[0,1].

On en déduit par comparaison que Y u,, converge, c’est-a-dire f0+°o f(t) dt =320 un < +00.

1
b) On pose v,, = SUPp, 1+1] f-Onauvyg < §vn. Donc limy,— 4 o0 v, = 0.

Pour n > p assez grand, v, < e. Donc Vx > p, f(x) <e.



