Interrogation n°4. Corrigé.

1
1) a) Pour @« > 1, on a 0o <t°‘>’ donc 'intégrale converge.

1 J—
to(Int)
dt du
+ +
Pour a = 1, avee u = Int, [ 10 — 7 <
1 1
ta(Int) > e d’ou la divergence. D’out la CNS : o > 1.
(Int)> he

(t—1)3/2  pd/2

= [Inu){> = +o0.

Pour a < 1, alors Vt > e,

b) En 1, avec t =1+ h, on a Donc f12 ... converge ssi o > %

Int)” Int)® 1 o0 .
(t(— 1;3/2 ~ (t5/g =010 <t2> Donc f2+ .. converge. D’ott la NS : a > 3.

2) On a J(n) = K(n,n), avec K(n,m) = fol t"(Int)™ dt.

En +oo,

En intégrant par parties, on a K(n,m) = %ml fol t"(Int)™ 1 dt = %le(n, m — 1) pour m € N*.
n n

Remarque : En toute rigueur, il faut faire une IPP sur des segments [e, 1], puis on fait ¢ — 0.

(—1)"n! (—1)"n! 1 1

D K = ——Kn,0) = —=—— K(n,0)= [t" dt = ——.

onc (7’L, n) (TL + 1)" (TL, ) (n + 1)n+1’ car (7’L, ) fO n+1

—1)" —1)"n!
Variante : Avect =e " ona: J(n f+°° —(ntDuyn gy, = (n(—kﬁl;"H Jo e ¥y dy = M
scost . [sint]” L sint
3) a) On a par IPP : [| o dt = o _O‘ltaﬁdt'
t 1 sin £
Or, :;{IH Oi <ta+1> et (a+1)>1, donct — :;% est intégrable (par comparaison).
int

Donc J(a) existe et vaut sin1 — 1+°° :;111 dt.

1
b) Pour K(3), on utilise le changement de variable u = t#, c’est-a-dire t = u'/# et dt = Bul/ﬁ_l.

1 .8 cos(u)

D’ou fl COS(tﬁ) dt = B 1 W

1 1
du qui tend vers BJ(a) lorsque £ — +o00, aveca =1 — = > 0.

B
Donc K () converge.

4)a) Ona0 <G < [ L dt = ; (2), donc G(z) = 0 400 (F(x)).

—X 1 —X
b) Par intégration par parties, F'(x) = 67 - §G(:L‘), et comme G(x) = 0 400 (F(x)), alors F(x) ~4o0
x
u

1 - 1
¢) Avec le changement de variable ¢ = \/u, on a R(z) = = [5> C du= —F(z?).
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D R(x) ~ —_—
onc R(z) ~4oo 5

Remarque : On pourrait aussi faire directement une IPP sur R(z) en considérant la décomposition
1 2

e = —xQ2reV)=—

2z ( ) 2z

5)a) Ent =07, onat* le™! ~ 7! donc I(z) existe ssi z — 1 > —1, c’est-a-dire z > 0.

b) On sait par convexité de exp que e* < 1+ u pour tout v € R. Donc Vt € [0,1], 1 —t < e~ !



Par ailleurs, e~ < 1 pour tout ¢ > 0.

1 1 1 1
Ainsi, Vt €]0,1], t*7! — % < t*7le7t <¢*71 donc — — <I(z)<—,doul(z)~=enz=0".
r xz+1 T T

6) On a fu(y) < f(y) =0 = fu(xy), donc y < z,,.
Soit € > 0 (et de sorte que y + ¢ € I). Il reste a prouver que z,, < y + € pour n assez grand.
Or, limy, 100 fn(y +€) = f(y+¢) >0, donc f,(y + &) > 0 pour n assez grand.

On en déduit que z, <y + ¢ pour n assez grand.

1
b) Ici, fu(z) =1+z+ 22+ ...+ 2" —2et f(z) = T2 2 définies sur [0, 1] (en prenant n > 2).

On en déduit lim, 400 T, = y, o0 f(y) = 0, c’est-a-dire y = %

7) a) R(z) = K — [y f(t)dt. Par le th fondamental, R est de classe C' et R'(z) = —f(x).

b) L’application R est strictement decroissante et est une bijection de classe C' de [0, 4-o0[ sur ]0, K].
On effectue le changement de variable u = R(t). On a du = —f(t) dt.

too f(U) At i du

— qui converge ssi o < 1.
0 Rye ~Jo ya a g

c) On a |R(z |<fJroo (t‘

Donc

o0 1 .
- f+ (t)| dto oo (ac) car g intégrable.
On a par IPP, [ R(t) dt = [tR(t)]§ — [; tR'(t) dt = xR(z) + [, tf(t) dt = zR(z) + [y g(t) dt

En faisant tendre @ vers +00, on obtient bien : lim,_ 4o [y R(t) dt existe et vaut f0+°° g(x) dz.

1 1 1 1
8) a) En 0T, i 1" g (car e — 1 ~ z) et en +00, i 1" e V=040 <t ) Donc 'intégrale converge.
in(t)1 In(t t)In(t
b) On a fsm()tn() du = — cos(t) nt( ) _fcos(t)Q a(t) dt —i—fcos t) dt.

os(t) In(t) . cos(t) - 1

Les fonctions - 2 2 sont intégrables sur [1, +oo], car en OJFOO(t?’W)'

+oo sin(t) In(¢)
1

In(t
Et cos(t)ni) converge bien en 400 (vers 0). Donc dt existe.

in(t) In(¢ 1
D’autre part, lorsque ¢ tend vers 0T, sm()tn() = O(Int), donc O <

1/2> donc est intégrable sur |0, 1].

f+oo sin(t) In(t)

On en déduit que : dt existe.
1 2 d
9) a) Avec = tant, on a (sint)2 =1 — (cos)? =1 — 22— 1:7_%2 et dt = ﬁmﬂ
/2 dt oo 1 dr 4eo dx T

D’ou I dt = = - '
ou I(a) = fo 1+ a(sint)? 0 1+az?/(1+a2)1+ a2 O 1+ (1+a)2?2 2/a+1

dz 1 vV d
En effet, [ = S afldr avec y =+va+1 z.

dy
1+ (1+a)2?  Va+1° 1+ (1+a)2? \/mfuy?’
dt dt dt
b) u, = (n+1)m nw+m
) tn = Jnr 1+ t4(sint)? — Jn 1+ (nm)4(sint)? =Jo 1+ (nm)(sint)?
/2 dt
1+ (nm)4(sint)?’

, car sin? est m-périodique.

Comme sin(r — t) = sin(t), alors u, < 2 [;

T Lo 1 .
Par a), on a donc u,, < ——————, et ainsi u,, = O | — |. Donc ) wu, converge et 'intégrale converge.
o 5 g g g
nm)* + n



