Interrogation n°3. Corrigé
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b) Avecx=1+h,onal+z+ 224+ 23 =4+ (1+2+3)h+o(h)=4+6h+o(h).
Donc f(x )—tan<4 <1—h+0(h)>>.

Mais, par Taylor-Young, tan (Z + u) =14 2u + o0 (u), car tan (%) =1 et tan’ (%) =1+1=2.

Doncf(:c):1—23%h+o(h):1—?%h+o(h):1—?%(35—1)—1—01(93—1).
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Doncu, =exp|1——+o0 | — =eexp|——+0 | — =e——+o0(—],donce—u, ~—.
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3) On pose g(z) = xf(z). On a donc ap+1 = g(ay).

a) Comme f strictement positive et décroissante, on a 0 < f(z) < f(0) = 1 pour tout x > 0.
Donc 0 < g(z) < x pour tout = > 0. Ainsi, sur I'intervalle ]0, +o0o[ qui est stable par g, on a g <1d.
Donc (an)nen est décroissante. Minorée par 0, elle converge vers L > 0.

Comme g est continue, on a g(L) = L, donc L = 0.
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b) Posons A = —f/(0). On adonc A >0. Ona — — — = /(@) ~ F'(0) =\
g(z) = af(z) x
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Donc limy, 4 o — — = A. Par Cesaro, lim,— 400 — | — — > = X. Donc a, ~ —.
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Comme la série ) | — diverge, on en déduit par comparaison que Y a,, diverge.
n
4) a) On a P,(1) > 0 > P,(0), donc z,, € [0,1].

Remarque : Pour prouver que z,, existe et est unique :
On a P/ (x) = 322 + 2nz > 0 sur |0, +oo[. D’autre part, P,(0) = —n et lim , P, = +oo.

Donc P, est une bijection continue strictement croissante de [0, +o0] sur [—n, +00.

b) Soit 0 < a < 1. On a P, (1) =1 et P,(a) = a® + n(a? — 1) — —oo lorsque n — +oo.
Donc pour n assez grand, P,(a) < 0, et comme P, (1) > 0, alors a < x,, < 1 pour n assez grand.
Comme a peut étre pris arbitrairement proche de 1, on en déduit que limy,—, o0 T, = 17.

c¢) On pose =, = 1 +&,. On a ne,(2+€,) = —(1 +¢,)3, donc 2ne, ~ —1, cest-a-dire &, = 5—711

Ainsi, 7, =1 — & + 0 (2).
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5) a) R,(x) = fo ol f(n+1)(t) dt.
Remarque : On obtient R, ( ) par IPP successives a partir de f(x) )+ fo
n+1
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Remarque : pour traiter le cas x < 0, on utilise de méme : x)| < f |f "“ ! dt.

On pourrait aussi utiliser la notation [0, z] qui désigne [0,z] si > 0, et [z, 0} six<O0:
(x=t)"  _ (z
n! N f[O,m]

Remarque : On pourrait aussi déduire le cas x < 0 du cas > 0 en considérant f(x) = g(—x).
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Comme t — (x — t) est de signe constant sur [0, z], alors f[o ] dt‘ =

6) a) La fonction In est concave sur R* , car In"(z) = —1/22 < 0.
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On en déduit que pour tous u et v >0, on a In <ua + ﬁv6> > —In(u®) + 3 In(v?) = In(uw).
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En composant par exp croissante, on obtient donc uv < —u® 4+ —vP.
«
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L’inégalité est par ailleurs immédiate lorsque v ou v est nul.
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b) On prend « = 3 et on choisit 3 tel que — + E =1, c’est-a-dire § = 3 > 1.
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Par comparaison entre séries a termes positifs, Y — converge.
n

1
. Par hypotheése, > (a,)® converge. Par Riemann, ) —5 converge.
n

7) a) G(x) est bien définie car [z, 2] est inclus dans |1, +-oc[, intervalle ot f est bien continue.

b) On note F une primitive de f sur |1, 4oo[. Ainsi, F' est de classe C' comme primitive d’une fonction C*.

On a donc G(z) = F(2?) — F(z).
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Ainsi t de cl ! 1 t G'(z) = 2z f(2?) — = —— = :

insi, G est de classe C* sur |1, +oo[, et G'(z) = 2z f(z°) — f(z) m@d) o Inz
1 1 h—In(1+h) h%/2 1 1
P =1 . — — = ~ =—-.D L=—-.
c) Posons t +h Onalnt ] (L= 7) 2 5 Donc 5

d) Pour 1 <z < \/a, on a [z,22%] C]1,q].

2 dt 2| 1 1 2
Donc |G(z) — f;: t—il < ff mt i—1 dt < ff 1 dt = 2? — z, qui tend vers 0 lorsque z — 1~
D’autre part, f — = f n(t — 1) dt =In(x + 1), qui tend vers In 2 lorsque x — 1~

On en conclut que G( ) converge vers In 2 lorsque x — 1~

e) On prolonge G par continuité en 1 par G(1) =In2. Par b), on a lim,_,; »~; G'(z) =1, car Inz ~; (x — 1). Par le

th du prolongement C!, G est de classe C! sur [1,+oo], et G'(1) = 1.
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8) a) Il existe p € N tel que Vn > p, |a,| < e 2™.

f) Par une IPP, on a G(x) = [

Donc Vn > p, |An| < 30_¢ lax| + 5ZZ:p+1 2k et ZZZPH 2k < >heo ok — gnt+l _ 1 < gntl,
Pour n > ¢ assez grand, Zﬁzo lak| < e 2™, car lim,,—, 4o 2" = +00.

Donc Vn > max(p, q), |An| < 3¢ 2". Comme ¢ > 0 est arbitraire, A, = 04(2").

b) On applique a) avec a,, = b, — 2".

On a donc a,, = 0(2"), donc A, = 0(2"), donc B, = > 1_,2F +0(2") = 2"+ + 0 (27).

On en déduit B, ~ 2" lorsque n — +o0.



