Interrogation n°0 bis. Corrigé.

1) Ona 2" = —1 = €' ssi z € €™/ Un:{exp<iz+2]:f>, 0§k<n}.
Premier cas : n = 2m pair.

Toutes les solutions de z™ = —1 sont non réelles et sont deux a deux conjuguées.
Donc card A =m et A = {exp (i(2k+ 1)%) , 0<k<m-— 1}.

Second cas : n = 2m impair.

La seule solution réelle de 2™ = —1 est z = —1. Les autres solutions sont deux a deux conjuguées.

Donc card A =m+1let A= {exp (i(2k+1)%>, 0<k Sm}.

2) a) Premiére méthode :
Pour construire un élément de A, on choisit A, puis on choisit B parmi les 2744 parties de E \ A.

Donc card A = Y, - p2n-cardA =50 (7)27~F = (14 2)" = 3" par la formule du binéme.

Seconde méthode : A chaque chaque couple (4, B) € P(FE)? tel que AN B = (), on associe la fonction
f:E —{0,1,2} définie par f(z) =0sixz € A, f(x) =1siz € Bet f(x) =2 sinon

On obtient ainsi une bijection de A sur ’ensemble des fonctions f : E — {0,1,2}.

Donc card A = 3™.

b) Le nombre total de couples (A, B) vaut (2™) x (2") = 4™. Donc p = <i> :

8) ) On a B(Y) = Y, kP(Y = k) = Sy k(Ri-1 — Ri) = Ypoa(k + DR — i, bRy,

La seconde somme peut étre indexée a partir de k = 0, et par ailleurs, on a R, = 0.

On obtient donc E(Y) = Y 72a(k+1 — k)Ry = 3124 Ry

b) Faire un tirage sans remise revient a choisir une partie aléatoire A = {X1,..., X,,} de cardinal k.

On aminA >k ssi A C [k+ 1,n], donc il existe (";k) parties possibles.

. Donc par a),
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Remarque : Si on raisonne avec les p-uplets injectifs (X7, ..., X}), il convient de multiplier numérateur et dénomi-

nateur par p!, ce qui naturellement ne modifie pas le résultat final.

—k\?
¢) (i) Comme les X; sont indépendantes, P(Y > k) =[[}_, P(X; > k) = n - .
n—k\? E\?
Donc E(Y) =70 —— ) =70, (=) .
onc E(Y) k=0 ( n ) k=1 <n>
(ii) Par les sommes de Riemann, lim ! S kY I Lip dt = L
) TL"‘l’OOn k=1 1\ —Jo _p_|_1'

n
Donc E(Y) ~ 1 lorsque n — 400 (méme équivalent que dans le cas des tirages sans remise).
p
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(iii) On a limy 400 E(Y) = > 7, limy 1 oo () =1, car pour tout k < n, lim, <> =0.
n n

La limite obtenue s’interpréte aisément : en effectant des tirages de plus en plus nombreux, la probabilité d’obtenir
la valeur 1 & I'un des p tirages tend vers 1, et dans ce cas, Y vaut 1..

Plus précisement, on a 1 < E(Y) < P(Y =1)+nP(Y >2) =y 4o I, car P(Y =1) —p 100 1.

4) a) Supposons par 'absurde qu’il existe un nombre premier p divisant a la fois b et a — b.

Alors p divise a = b+ (a — b), ce qui contredit pged(a,b) = 1.

b) On raisonne par récurrence forte sur n = max(a,b).

La propriété est immédiate pour n = 1, car on a alors a = b =1 et on peut prendre (u,v) = (1,0).

Supposons la propriété vraie jusqu’au rang n — 1, avec n > 2.

On ne peut pas avoir a = b = n, car a et b sont premiers entre eux. On peut donc supposer a > b.

Par a), pged(b,a —b) = 1. Et d’autre part, max(b,a — b) < a = n. Par hypothése de récurrence, il existe donc

(u,v) € Z2 tel que bu + (a — b)v = 1. D’oit av + b(u — v) = 1. D’ou le résultat.

5) a) On considére une des deux chaussettes de la paire. Il y a (n — 1) autres chaussettes dans le tiroir.
n—1
2n —1°

Ainsi, la probabilité que la chaussette appariée se trouve dans le méme tiroir vaut r =

Autre méthode : On peut aussi obtenir r par dénombrement : si on numérote les chaussettes de 1 a 2n et les tiroirs

dela?2ilya (271") répartitions possibles (en distinguant les deux tiroirs : on choisit les n chaussettes se trouvant

2n—2

dans le premier tiroir), et il y a 2 x (n_2) configurations ou la paire 7 est compléte (on choisit le tiroir qui les

contient, puis les autres chaussettes de ce tiroir).

Onaalorsr:2><(2”*2)/(2”):2>< nn-1) _ n-1

n=2//n (2n)(2n—1) 2n—1
b) Ona N =3"" 14, ot A; est I'événement : “ La paire numéro ¢ est compléte ”.
Tz Lz 9 2 n n(n B 1)
Par linéarité de 'espérance, on a donc E(N) =" | P(A4;) =nr = - T
n —
c¢) - En utilisant la formule de 'intersection :
On considere I'événément B; : “ La paire numéro 4 n’est pas compléte ”.

On a alors p = P(Bl NByN... ﬂBn) = P(Bl)P(Bz | Bl)P(Bg | Bin Bg)

n—(i—1) n—i+1

P(B; | BiNBaNB;_1) = = .

Or, comme au a), P(B; | BN B2N Bj_1) o —2i-1)—1 m-2it1
n n—i+1l  n n—-1 21 n! ~2"(n!)?
=lon—2i+1 2n—-12n—-37"31 1x3x5x..x(2n—1)  (2n)!

- En utilisant un dénombrement : On choisit les n chaussettes mises dans le premier tiroir.

Donc p =[]

Le nombre de configurations totales est (2:)
Le nombre de configurations sans paire compléte est 2" (pour chaque paire, on choisit la chaussette du premier

tiroir). On obtient donc p = 2”/(27:”)

1
6) a) La fonction ¢ : @ — a+ — atteint sur |0, +-o00[ son minimum en a = 1, donc ¢(a) > 2, c’est-a-dire a +b > 2.
a



b)Onaab+1—(a+b)=(a—1)(b—1)<0,cara—1<0etb—12>0.

¢) On a nécessairement a; < 1 (sinon on aurait le produit ajas...a, > 1) et de méme a,, > 1.

On déduit alors I'inégalité de la question b).
d) On suppose la propriété vraie au rang n : on a V(by, ..., b,) € [0, +oo["?, biba..b, =1 = by + ba + ... + b, > n.

Montrons la propriété au rang (n + 1). Soit (a1, ..., an+1) € [0,+00[" tel que ajas...anan+1 = 1.

Quitte a les rénuméroter, on peut supposer a1 < ... < Gpq1.

La seule fagon de pouvoir ’hypothése de récurrence est de faire apparaitre un produit de n réels qui vaut 1. On
considére donc asg...an(a1a,+1) = 1, et on applique 'hyp de rec.

Donc ag + ag + ... + ap + (a1ap+1) > n. Or, par ¢), on a : aj + ap41 > a1an4+1 + 1 par c).

Donc ZZI% ar > (ag+as+ ...+ ay) + (a1ap41) + 1 >n+ 1.

e) L’inégalité est immédiate si 'un des zj est nul. Supposons désormais que tous les x sont > 0.
T1X2...Tp

=1.
dn

On applique d) & a = %, oud= (xlasg...xn)l/". On a bien ajas...a, =
1
Pard),ona: 1<y} ja; = y > pq Tk, Cest-a~dire d < 377wy

Remarque culturelle : Une autre preuve consiste a utiliser la concavité de la fonction In.



