Interrogation n°25 bis. Corrigé

Exercice A

1
Soit f: [0,1] — R de classe C'. On considére u, = [[p_; f (k:) On note R le rayon de convergence de Y u,z".

n

1
1) i) u, =a" et R = Tal (Remarque : Valeur absolue !) ; ii) u, = a—' et R = +oo (car lim, {00 Unll 0).
a n! Un,
—Dp—2)...(p—n _ .
i) w, = [[h_, (% — 1) = (p—1p n!) (p ) = (pnl). Remarque : u, =0sin>p.

La série entiére est donc ici un polynéme et a fortiori R = +oo.

1
2) a) Par continuité de f en 0, on a f(¢) > 0 pour ¢ sur un voisinage de 0, donc f (k:) > 0 pour k assez grand.

Un+1

=1f(0)| < 1, donc > u, converge par le critére de D’Alembert.
Un,

b) On a lim,,— 4

Rappel : La preuve consiste a choisir r tel que |f(0)] < r < 1 et a noter que ‘f (%)| < r pour k > kg assez grand.

On en déduit que |u,| < Mrk=*0 donc u,, = O(r"), donc > |u,| converge (par comparaison avec > r").

c) Par le méme argument, Y u,, diverge.

3) a) On cherche a évaluer asymptotiquement w,, (donc v,). Pour les séries, on utilise des DL en grand O(...) :

—1\”? B
Un—1 Un—1 n n n
B
Or,f<1> —1—1—5—1—0(12) et (1—1> —1—B+O<12>.Donc Un —1+O<12),etwn—0<12>.
n n n n n n Up—1 n n

On en conclut que ) w,, converge (absolument).

b) Comme w,, = In(vy,) — In(vy—1), alors la suite (In(vy,))nen converge.

On pose A = lim,,_, 1 o0 In(v,). Par continuité de exp, on a : lim,, 4o v, = L, avec L = ¢* > 0. Donc u,, ~ L nP.

Un+1

¢) En particulier, lim,,_,{ o =1,donc R =1.

Un,
Le domaine de convergence contient | — 1, 1] et est inclus dans [—1,1].
Les seuls cas problématiques sont donc ceux associés & x =1 et x = —1.

- Pour z = 1 : La suite (u,)nen est positive (car f > 0), donc > u,, converge ssi > n” converge, donc ssi 3 < —1.
- Pour = —1, la situation est plus compliquée, car il s’agit d’étudier la série > (—1)"uy,.

On va utiliser notamment le critére spécial des séries alternées.

En effet, si § > 0, la suite (uy,)nen ne tend pas vers 0, donc > (—1)"u, diverge.

Si 8 <0, (un)nen tend vers 0. De plus, on a f/(0) < 0, donc f(t) < 1 pour t > 0 assez petit.

Donc la suite (up)nen est décroissante a partir d’un certain rang. On en déduit que > (—1)"u,, converge.

Exercice B. Fonction de Bessel

$2n

. Ell
1) Posons u, = (—1)"W- On a limy,— 400 dn+1)2 -

Par d’Alembert, ) u, converge pour toute valeur de z. Donc R = +oc.

Un+1

=limy, 40
n

2) Soit y(z) = >.."°% a,z™ une fonction définie par une série entiére de rayon de convergence R > 0.

Pour |z| < R,ona: (zy +¢) +ay =312 (n(n+1) +n+ Dayi12™ + 3.0 ap_12" = 0.

Une série entiére s’annule sur | — R, R| ssi tous les coefficients de la série sont nuls.



1

Donc y vérifie (E) ssia; =0 et Vn > 1, apy1 = —W
n

Ap—1.-

G N Vi

Donc ay, =0 sin est impair, et sin = 2m est pair, an = 5575 —5 13

En imposant de plus ap = 1, on obtient bien comme unique solution J(x) =

1

3) Posons K(z) = o f027r exp(ix cos ) db.
m

- On a bien K(0) =

- Montrons que K est développable en série entiére sur R. On fixe z € R.

0
Par le DSE de exp, on a : Vx € [0, 27|, exp(iz cosf) = — E (WC;ZS)'

oo (izcos )"

La série de fonctions 320 converge normalement sur le segment [0, 27].

n!
. 9 n n
En effet, supgep aq] (i CO'S ) = |x|' , et la série Y u converge (vers exp(|z|)).
’ n!
1 iz cos anx"” "
Donc K(z) = oy Z::i% (7) do =" 7;! , Ol ay, = o Ozﬂ(cos 6)"™ db.

Et K est bien DSE sur R.
- Pour montrer finalement que K (z) = J(z), il y a deux méthodes : soit on calcule les a,, (variante des intégrales
de Wallis) soit on montre (via les intégrales paramétrées) que K vérifie 'équation différentielle (E) :

Premiére méthode :

Posons w,, = fo%(cos 0)™ db.

On vérifie par une IPP que Vn > 2, a,, = (n — 1) fo%(cos 0)"2(sin6)? df = (n — 1)(an—2 — an).
n—1

Donc Vn > 2, a,, = an—2. Or,ag =1et ag =0.

1x3x..x(2m-1) (2m)! . _ o .
Donc a,, = 2 x A% . x (2m) :4m< )2 si n = 2m pair, et a, = 0 si n impair.
400 (_1>m 2m
m=0 4m(ml)?

On retrouve donc bien : K(z) =
Seconde méthode :

Posons Vx € R, V0 € [0, 27|, f(x,0) = exp(iz cosh).

On a Vz € R, gf(a: 0)’ = |icosfexp(iz cosf)| < 1= (h), avec ¢ intégrable sur [0, 27].
52
De méme Vz € R, o “z( 9)‘ = | —(cos 0)? exp(iz cos )| <1 = ¢(6).

Par dérivation des intégrales paramétrées, on obtient donc :

1 1
K'(z) = o f027r icosfexp(ixzcosf) df et K'(z) = ~5- 027r(cos 0)2 exp(ix cos ) db.
T m
1
27
Or, par une intégration par parties, on a :

Ainsi 2 K" + K'(z) + 2K (z) = 27 (2(sin 0)2 + i cos 0) exp(iz cos §) df, car 1 — (cos§)% = (sin §)2.

1 1
fozﬂ x(sin 0)? exp(iz cos 0) df = |—(sinf) x ~ exp(iz cosd)| + ~ f027r (cos 0) exp(ix cos ) db.
i i

Donc fo% x(sin 0)? exp(iz cos 0) df = —i fo%(cos 0) exp(iz cosf) df. D’on x K" + K'(z) + 2K (z) = 0.

Exercice C



1) R est continue, donc par le TVI, pour tout k € [1,n], il existe x €]ag_1, ar| tel que R(xy) = 0.

On en déduit que P admet au moins n racines distinctes, donc par degré, R est nul.

2) a) py, = [1;.(ar, — a;) est du signe de (=1)%, car Vj < k, ar, —a; <0 et Vj >k, ap —aj > 0.

R
b) On a R(X) = >"}_, R(ax)Ly(X). Le coefficient en X™ est donc »_,_, Lak) =0, car deg R < n.
k
R R
Or, (—=1)*R(ay) > 0, donc par 1), Lak) > 0. Donc tous les /(Lak) sont nuls.
k k

Par degré, R est identiquement nul.

3) Supposons Q € E, 1 tel que [|f — Q| <||f — Plls- Posons R=P —Q = (P — f) —(Q — f).
On a donc R(ax) = (=1)*||f — Pl + (f — Q)(ax). Comme (f — Q)(ax) < ||f — Pl alors R(a) > 0.
Par 2) b), R =0, c’est-a-dire P = Q). Par contraposition, ||f — Q|| > ||f — P||, avec égalité ssi Q = P.

Remarque culturelle : Par un argument de compacité, on montre qu’il existe P € E,_; minimisant ||f — P|| .
On arrive aussi & montrer que f — P vérifie la propriété d’équi-oscillation.

La propriété du 3) permet alors de prouver que P est unique.

Exercice D

1) Posons P(z) = Zi:o apz®. Alors f(x) = exp(ag) exp(a1z)... exp(aqz?).

oo (ak)nxkn
n=0

Chaque fonction x — exp(apz®) = est DSE en 0 de rayon +o0.

Par produit de Cauchy, il en est de méme de f(x) qui est un produit FINI de ces fonctions.

Par la formule de Cauchy ¢, = > }_ axbyp—g, un produit de DSE a coefficients positifs est a coefficients positifs.

Donc le DSE de f est a coefficients positifs.

2) a) Les a, = %

On rappelle la propriété (supposée connue) du programme officiel : Pour toute suite (a,)nen positive telle que

sont positifs et de somme 1, d’ot le résultat :

+20 4, = 1, il existe une v.a. X : Q — N telle que Vn € N, P(X =n) = a,.

n=0
b) Le plus simple est d’utiliser la série génératrice Gx (t) = E(t¥).

OnaVte [-1,1],|Gx(t) = E(tY) =3, br}isn - é(g;)) B i};i((i((t;))) '

T /:L, 1,2 " T
On a donc G’y (1) = J{(i)) =zP'(z) et G%(1) = fj@() ) = 22P"(z) + 22 P'(z)%.

P'(z) et V(X) = G%(1) + G5 (1) — G (1)? = 22P"(z) + zP'(z).

On en déduit F(X)
Ainsi, E(X) =aP'(x) = Z%:o kapx®.

Et V(X) = 22P"(z) + 2P’ (z) = Y0 k(k — Dapz® + X0, kage® = S0 K2apa.
3) a)

- Par linéarité de l'espérance, F(Z) = EZZO EE(Yy) = ZZ:O kapx®.

- Les kY}, sont indépendants, donc V(Z) = ZZZO V(kYy) = ZZ:O E*V (V) = ZZ:O k2ay.

b) Considérons une variable aléatoire Y de loi de Poisson P(\). On a |Gy (t) = e 1) |

On rappelle que E(Y) =Xet V(Y) = A.



Gry (t) = Z;ri% P(Y = n)th" = Gy (tF) = AtF=1) |

La variable kY a pour série génératrice

Les Y: sont indépendantes, donc les kY}, sont indépendantes, et ainsi on a :
tx)
k(+k e (
apx”(t"—1) —
VtE[ 1, 1 Z HGkYk He eP( 2) —Gx(t)
Ainsi, X et Z ont méme série génératrice, donc méme loi (deux séries entieres égales sur [—1,1] ont mémes
coefficients car mémes dérivées en 0). Donc X et Z ont méme espérance et méme variance.

Par 2) b), on retrouve les valeurs de 'espérance et de la variance.

Exercice E

1) En associant +1 & une parenthése ouvrante et —1 & une parenthese fermante, toute formule parenthésée avec
n paires de parenthéses s’identifie 4 un élément de {—1,1}2" : il s’agit en fait des mots de Dyck (tout préfixe

contient un nombre de +1 supérieur ou égal au nombre de —1).

1
On a donc ¢, < card({—1,1}?") = 22" = 4", Et le rayon de convergence vérifie R > 1 > 0.

2) Pour x €] — R,R[,on a f(x) = co+ >, 2 cpp1a™ = 1+ 30 0 (07 ckeni) @
Par produit de Cauchy, on a : Yz €] — R, R[, f(x)2 = 3120 (X 1o chenk) T
Donc Vx €] — R, R[, f(z) =1+ zf(z)%

Remarque : Le produit de Cauchy de deux séries entiéres s’applique a Uintérieur du disque de convergence (valable

car il y a convergence absolue des séries).

1++v1 -4z

3) Soit # €] — R,R[. Ona: f(z)=1+zf(x)? Doul—4x >0et f(z) = 5

- . 1 1
Remarque : FEn particulier, on a nécessairement R < T d’ou avec a), R = —.

4
1-+v1—-4x
2z '
On a au voisinage de 0, f(z) = ¢o + 0 (1), c’est-a-dire f(z) ~ 1.

1+vﬁ4‘7

Or, la fonction x ——

Il reste a prouver que f(x) =

diverge lorsque z — 0.

1—-+v1—-4z

Donc nécessairement, sur un voisinage | — r,r[ de 0 (avec r < R), on a f(x) = 5
x

1—+1—-4z,

, ce qui contredit lim,, o f(zn) = 1).
2x,

(sinon, il existerait (z,)nen tendant vers 0 telle que f(zy,) =

4) Par le cours, on a on sait que u — /1 — u est DSE de rayon R = 1, donc

X113 3\ un
Vuel—11], Vi—u=(1-uw!?=1-) -t (n—)n'

222 2
=0

1 13 1 1 11 1
Donc pour n > 0, apy1 = = X ==... <n— ) (7 _ = (2n).

2 22 2/ (n+1)! 247n+1
1-+1 4x

2x

Donc Z+°% 4ntla, am.

Deux séries entiéres qui coincident au voisinage de 0 ont les mémes coefficients.
111 1 1

1
Par unicité du DSE, on a donc ¢, = 54”“%“ YD m(%) = ni—i—l(%?)



