
Interrogation n�25 bis

Exercice A (Mines PSI 2002 ) (|)

Soit f : [0; 1] ! R de classe C1. On considère un =
Qn
k=1 f

�
1

k

�
. On note R le rayon de convergence deP

unx
n:

1) Dans chaque cas suivant, déterminer R et la somme de la série en précisant les valeurs de x où elle est dé�nie :

i) f(t) = � où � 2 R� ; ii) f(t) = �t où � 2 R� ; iii) f(t) = pt� 1, où p 2 N�:

Dans le cas iii), exprimer un en fonction du coe¢ cient binomial
�
p�1
n

�
:

2) a) Montrer que si f(0) > 0, alors un est de signe constant à partir d�un certain rang.

b) Etudier la convergence de un si jf(0)j < 1:

c) Etudier la convergence de un si f strictement positive et f(0) > 1:

3) On suppose désormais f strictement positive et f(0) = 1. On pose � = f 0(0): On pose vn =
un
n�
:

a) Etudier la convergence de la série
P
wn, où wn = ln

�
vn
vn�1

�
:

b) En déduire l�existence d�une constante L > 0 telle que un � L n�:

c) Déterminer R et les valeurs de x pour lesquelles F (x) =
P
unx

n est dé�nie.

Exercice B. Fonction de Bessel (|)

On considère la fonction dé�nie par J(x) =
P+1
n=0(�1)n

1

4n(n!)2
x2n :

On considère l�équation di¤érentielle (E) : xy00 + y0 + xy = 0.

1) Préciser la valeur de J(0) et le rayon de convergence R de la série entière dé�nissant J .

2) Montrer que J est l�unique fonction DSE en 0 solution de l�équation (E) et véri�ant J(0) = 1:

3) Montrer que 8x 2 R, J(x) = 1

2�

R 2�
0 exp(ix cos �) d�:

Exercice C

Soient a0 > ::: > an. On pose 8k 2 [[0; n]], Lk(X) =
Q
j 6=k

�
X � aj
ak � aj

�
:

On note En l�espace des polynômes de degré � n. Ainsi, Lk 2 En:

1) [1 pt] Soit R 2 En�1 tels que 8k 2 [[0; n]], (�1)kR(ak) > 0: Montrer que R est nul.

2) On souhaite a¢ ner le résultat précédent.

a) [0.5 pt] Préciser le signe de �k =
Q
j 6=k(ak � aj) pour tout k 2 [[0; n]]:

b) [2 pts] Soit R 2 En�1 un polynôme de degré � n� 1 tels que 8k 2 [[0; n]], (�1)kR(ak) � 0:

En exprimant R dans la base (L0; :::; Ln), montrer que 0 =
Pn
k=0

R(ak)

�k
: En déduire que R est nul.

3) [1 pt] (F) Soit f : [0; 1]! R continue.



On suppose qu�il existe P 2 En�1 et n+ 1 points a0 > ::: > an dans [0; 1] véri�ant :

(f � P )(ak) = (�1)k kf � Pk1

Montrer que 8Q 2 En�1, kf �Qk1 � kf � Pk1, avec égalité ssi Q = P:

Indication : Supposer que Q 2 En�1 véri�e kf �Qk1 � kf � Pk.

Exercice D

Soient d 2 N et P (x) =
Pd
k=0 akx

k un polynôme réel de degré d à coe¢ cients positifs.

1) Montrer que f : x 7�! exp(P (x)) est DSE en 0 de rayon R = +1 et à coe¢ cients positifs.

Indication : Utiliser des produits de séries entières.

2) On pose 8x 2 R, f(x) =
P+1
n=0 bnx

n: Soit x > 0:

a) Justi�er qu�il existe une variable aléatoire entière X : 
! N dont la loi est dé�nie par

8n 2 N, P (X = n) =
bnx

n

f(x)

b) Exprimer la série génératrice de X en fonction de f:

Exprimer E(X) et V (X) en fonction du polynôme P , puis en fonction des ak et de x

3) Soit (Yk)0�k�d une famille de v.a. entières indépendantes telles que pour tout k 2 [[0; d]],

Yk suit la loi de Poisson P(akxk):

a) On considère la variable entière Z =
Pd
k=0 kYk. Calculer E(Z) et V (Z).

b) Calculer la série génératrice de Z et retrouver a) en utilisant 2) b).

Exercice E. Nombres de Catalan

On note cn le nombre de parenthésages possibles d�une expression à l�aide de n parenthèses ouvrantes et n

parenthèses fermantes (chaque parenthèse ouvrante précédant la parenthèse fermante qui lui est associée).

On véri�e (admis ici) que (cn)n2N véri�e c0 = 1 et cn+1 =
Pn
k=0 ckcn�k:

On considère f(x) =
P+1
n=0 cnx

n:

1) Proposer un majorant de cn et en déduire que la série entière
P
cnx

n admet un rayon R > 0:

2) Montrer que 8x 2]�R;R[, f(x) = 1 + xf(x)2:

3) En déduire avec soin qu�il existe r > 0 tel que pour 8x 2]� r; r[, f(x) = 1�
p
1� 4x
2x

:

4) On suppose connu le DSE de
p
1� u = 1�

P+1
n=1 anu

n dé�ni pour juj < 1:

En déduire la valeur de cn en fonction des ak: En déduire cn =
1

n+ 1

�
2n
n

�


