
Interrogation n�25

Exercice A

Soit f : R2 ! R (x; y) 7�! f(x; y) une fonction de classe C2:

1) [1.5 pt] Montrer que pour tous a � b et c � d, on a

f(b; d)� f(a; d)� f(b; c) + f(a; c) =
Z b

a
g(x) dx, où g(x) =

Z d

c

@2f

@x@y
(x; y) dy

2) [1 pt] Montrer qu�il existe un réel M tel que

8(x; y) 2 [�1; 1]2, jf(x; y)� f(x; 0)� f(0; y) + f(0; 0)j �M jxyj

Exercice B (|)

On considère 8x 2]1;+1[, �(x) =
P+1
n=1

1

nx
:

On note P l�ensemble dénombrable des nombres premiers.

1) Montrer que f est bien dé�nie et de classe C1 sur ]1;+1[:

2) On munit N� de la loi Q dé�nie par Q(fng) = 1

nx �(x)
, qu�on note qn:

Justi�er qu�on dé�nit bien une loi Q sur N�.

3) Soit X : 
! N une variable aléatoire telle que P (X = n) = qn:

a) On note Ad l�événement : d divise X. Calculer P (Ad).

b) Montrer que la famille in�nie (Ap)p2P est une famille d�événements mutuellement indépendantes.

c) On pose P = fpn , n 2 Ng =fp1; p2; :::g:

En considérant
T
p2P Ap, montrer que �(x) =

Q+1
n=1

0BB@ 1

1� 1

pxn

1CCA :
4) Soit Y : 
! N une variable aléatoire indépendante de X et de même loi.

Montrer que P (pgcd(X;Y ) = 1) =
1

�(2x)
:

Remarque : On a ainsi limx!1;x>1 =
1

�(2)
=
6

�2
:

Exercice C

Soit un nombre complexe z tel que � = jzj < 1. Les deux questions sont indépendantes.

1) Montrer que Re
�

1

1� z

�
> 0:

2) Calculer A(z) =
R 2�
0

1

1� zei� d�, B(z) =
R 2�
0

1

z � ei� d� ( et C(z) =
R 2�
0

1� � cos �
1� 2� cos � + �2 d� ):



Exercice C. DSE de l�exponentielle d�une fonction DSE

Soit
P
anx

n une série entière de rayon de convergence R > 0:

Pour jxj < R, on pose f(x) =
Pn
k=0 anx

n:

1) Montrer qu�il existe un réel � > 0 tel que 8n 2 N, janj � �n+1:

2) On dé�nit (bn)n2N par b0 = 1 et 8n 2 N, bn+1 =
1

n+ 1

Pn
k=0 bkan�k:

Montrer que le rayon de convergence R0 de
P
bnx

n véri�e R0 � 1

�
:

3) Montrer que 8x 2
�
� 1
�
;
1

�

�
, exp(F (x)) = g(x), où F (x) =

R x
0 f(t) dt.

4) Montrer que si f est DSE au voisinage de 0, il en est de même de exp(f):

5) Un exemple. En utilisant les familles sommables, montrer que g(x) = exp(ex) est DSE sur R, et exprimer les

coe¢ cients bn du DSE par des séries.

Exercice E.

1) Soit un réel r 2]1;+1[ et Y une variable aléatoire réelle à valeurs positives telle que E(Y r) < +1.

a) Montrer que pour tout s 2 [1; r], on a E(Y s) < +1.

b) Soit s 2 [1; r]. Montrer que Y s � E(Y )s � sE(Y )s�1(Y � E(Y )):

c) Comparer E(Y s) et E(Y )s:

2) Soit un réel r 2]1;+1[ et une variable aléatoire réelle X à valeurs positives telle que E(Xr) < +1:

On dé�nit ' par 8t 2 [1; r], '(t) = E(Xt)1=t: Montrer que ' est croissante sur [1; r].

Exercice F: Une caractérisation des polynômes réels scindés

1) Soient n 2 N et P 2 R[X] un polynôme réel de degré n et unitaire ( = de coe¢ cient dominant 1).

Montrer que P est scindé sur R[X] ssi 8z 2 C, jP (z)j � jIm zjn :

2) a) Soit n 2 N. On note En l�ensemble des polynômes réels scindés sur R[X], de degré n et unitaires.

Montrer que En est une partie fermée dans Rn[X].

b) Qu�en déduire quant à l�adhérence dansMn(R) des matrices trigonalisables deMn(R) ?


