Interrogation n°25
Exercice A

Soit f:R? = R (z,y) — f(z,y) une fonction de classe C2.
1) [1.5 pt] Montrer que pour tous a < bet ¢ <d, on a

d 82f

. m(%y) dy

b
F(b.d) — fa,d) — f(b.c) + flac) = / g(z) dz, on g(x) =

2) [1 pt] Montrer qu'il existe un réel M tel que

V(m,y) € [*17 1]2a |f($ay) - f('T?O) - f(an) + f(070)| < M |$y|

Exercice B (&)

On considére Vo €]1, +oo[, ((z) = > vt

On note P I'ensemble dénombrable des nombres premiers.

1) Montrer que f est bien définie et de classe C'* sur |1, 4+-o00].
1

2) On munit N* de la loi @ définie par Q({n})

, qu’on note gy,.

~ 7 ((x)

Justifier qu’on définit bien une loi @ sur N*.

3) Soit X : 2 — N une variable aléatoire telle que P(X =n) = gq,.
a) On note Ay I'événement : d divise X. Calculer P(Ay).

b) Montrer que la famille infinie (A4,),cp est une famille d’événements mutuellement indépendantes.

c) On pose P = {p, , n € N} ={p1,p2,...}.

__ 1
A, montrer que ((z) =[] 1

1— —
Pr
4) Soit Y : Q — N une variable aléatoire indépendante de X et de méme loi.

En considérant () cp

1
Montrer que P(pged(X,Y)=1) = .
( )=V = e
R O insi li L 6
emarque : On a ainsi lim,_, = ——=—.
q r—1,x>1 C(Q) 772

Exercice C

Soit un nombre complexe z tel que p = |z| < 1. Les deux questions sont indépendantes.

1
1) Montrer que Re (1 ) > 0.
-z

. or 1 —pcosf
do (et C(z) = fo 1—2pcosf+ p?

1 m
2) Calculer A(z) = fo% = df, B(z) = f02 P

do ).



Exercice C. DSE de ’exponentielle d’une fonction DSE
Soit > a,x™ une série entiére de rayon de convergence R > 0.
Pour |z| < R, on pose f(z) = > j_qanz".

1) Montrer qu’il existe un réel u > 0 tel que Vn € N, |a,| < p"*L.

1
2) On définit (by,)nen par bp = 1 et Vn € N, by = ] > b0 brGn—k-
1
Montrer que le rayon de convergence R’ de Y b,z™ vérifie R’ > —.
11 .
3) Montrer que Vz € ] -, = [, exp(F(z)) = g(x), ou F(z) = [y f(t) dt.
B

4) Montrer que si f est DSE au voisinage de 0, il en est de méme de exp(f).

5) Un exemple. En utilisant les familles sommables, montrer que g(z) = exp(e”) est DSE sur R, et exprimer les

coefficients b, du DSE par des séries.
Exercice E.

1) Soit un réel r €]1, +oo[ et Y une variable aléatoire réelle a valeurs positives telle que E(Y") < +oo.
a) Montrer que pour tout s € [1,7], on a E(Y*) < 4o0.

b) Soit s € [1,7]. Montrer que Y* — E(Y)* > sE(Y)* 1 (Y — E(Y)).

c) Comparer E(Y?) et E(Y)".

2) Soit un réel r €]1, +00] et une variable aléatoire réelle X a valeurs positives telle que E(X") < +00.

On définit ¢ par V¢ € [1,7], p(t) = E(X*)Yt. Montrer que ¢ est croissante sur [1,7].

Exercice F. Une caractérisation des polynémes réels scindés

1) Soient n € N et P € R[X] un polynome réel de degré n et unitaire ( = de coefficient dominant 1).
Montrer que P est scindé sur R[X] ssi Vz € C, |P(z)] > [Im z|".
2) a) Soit n € N. On note E,, I'ensemble des polynomes réels scindés sur R[X], de degré n et unitaires.

Montrer que E,, est une partie fermée dans R,,[X].

b) Qu’en déduire quant & ’adhérence dans M,,(R) des matrices trigonalisables de M,,(R) 7



