
Interrogation n�24 bis. Corrigé

1) a) J est symétrique, donc J est orthodiagonalisable.

On a rg J = 1, donc dimKerJ = n� 1: La dernière valeur propre est trJ = n.

Donc J est orthosemblable à Diag(0; 0; :::; 0; n).

b) On a M = �(J � I), donc M est orthosemblable à D = Diag(��;��; :::;��; 1).

Donc M admet le polynôme annulateur scindé à racines simples (X + �)(X � 1).

c) Il existe U 2 On(R) telle que Mn = UDnUT , où D = Diag(��;��; :::;��; 1):

On a Dn = Diag((��)n ; (��)n ; :::; (��)n ; 1) = (��)n
PN�1
i=1 Ej;j + EN;N :

Donc Mn =M0 + (��)nM1, avec M0 = UEN;NU
T et M1 = U(

PN�1
i=1 Ej;j)U

T :

d) On a
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Donc Mn � 1

N
J = (��)n

�
IN �

1

N
J
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, donc
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:

e) Comme J et IN commutent, on a par le binôme : Mn = �n
Pn
k=1(�1)n�k

�
n
k

�
Jk + (��)nIN :

On a
Pn
k=1(�1)N�k
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n
k

�
Jk =
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k
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NkJ = (1�N)nJ � (�1)nJ:

Donc Mn = �n(1�N)nJ � (��)nJ + (��)nIN = J + (��)n(IN � J), d�où on retrouve d).

2) a) On applique le th spectral à la matrice symétrique réelle A, et on classe les valeurs propres par ordre

décroissant.

b) Si X =
PN
k=1 hX;VkiVk, on a AnX =

PN
k=1(�k)

n hX;VkiVk:

On a (An)i;j = (AnEj)i =
PN
k=1(�k)

n hEj ; Vki (Vk)i =
PN
k=1(�k)

n(Vk)j(Vk)i:

c) Soit X un vecteur propre de A de valeur propre �. Il existe i tel que jxij = kXk1 et on a jxij > 0:

On a
PN
i=1Aijxj = �xi: Donc � =

PN
i=1Aij

xj
xi
: D�où j�j �

PN
i=1Aij

����xjxi
���� �PN

i=1Aij = 1:

On a égalité j�j = 1 ssi 8j 2 [[1; N ]], xj
xi
égaux et de même signe, donc ssi X 2 RZ.

Or, AZ = Z. Donc �1 n�est pas valeur propre, et le sev propre de valeur propre 1 est la droite RZ.

d) Comme 8j 2 [[2; N ]], �j 2 [�N ; �2], on a � = max2�k�N j�j j < 1:

On a V1 = �
1p
N
Z, donc (V1)j(V1)i =

1

N
:

Par b), on a (An)i;j =
1

N
+
PN
k=2(�k)

n(Vk)j(Vk)i: D�où

����(An)i;j � 1
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���� � �nPN
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Par Cauchy-Schwarz,
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La matrice (V1; :::; VN ) est orthogonales, donc sa transposée aussi.



On en déduit que
PN
k=2(Vk)

2
j =

PN
k=2(Vk)

2
i = 1: D�où

����(An)i;j � 1

N

���� � �n:
3) a) En développant selon la première colonne, on a : det(xIN �M) = xN � (�1)N�1(�1)N�1 = xN � 1:

Donc le spectre de M est UN (et M est ainsi diagonalisable sur C, car �M est scindé à racines simples).

On a MX = !kX ssi 8j 2 [[1; N ]], xj+1 = !kxj (la dernière équation est redondante).

Donc Ker(M � !kIN ) = C(!ki)0�i<N :

b) MEj = Ej�1modN , donc M�1Ej = Ej+1modN , donc M�1 = (�i=j+1 modN )1�i�N;1�j�N :

Donc Aij =
1

2
�ii +

1

4
(�i=j�1 modN + �i=j+1 modN ):

c) A est diagonalisable car symétrique réelle.

Par a), ses valeurs propres (sur C) sont les
1

2
+
1

4
(!k + !�k) =

�
1 + cos(2�k=N)

2

�
, où 0 � k < N:

d) Les autres valeurs propres sont les �k =
1 + cos(2�k=N)

2
= cos

�
k�

N

�2
, où 0 � k < N .

�0 = 1 est valeur propre simple de A, qui est diagonalisable dans une bon (V0; :::; VN�1).

Par 2) d), on a

����(An)i;j � 1

N

���� � �n, où � = max1�k<N j�kj = cos� �N �2 :
4) a) On pose � =

2k�

N
: Les racines de l�équation caractéristique sont ei� et e�i�, avec � =

k�

N
:

- Supposons � 6= 0. Alors ei� et e�i� sont distinctes, donc uk = �eik� + �e�ik�:

Or, on a eiN� = e�iN�, donc u0 = u1 implique uN = uN+1 = �1:

- Supposons � = 0. Alors 1 est racine d�ordre 2 de l�équation caractéristique, donc uk = �+ �k:

Comme u0 = u1 = 1, alors uk = 1, donc a fortiori uN = uN+1 = 1:

b) On véri�e aisément qu�avec les hypothèses de a), le vecteur non nul (u1; :::; uN ) véri�e MZ = �Z.

Comme les �k sont distincts, on obtient N valeurs propres distinctes, d�où Sp(M) = f�k, k 2 [[0; N � 1]]g :

c) Le calcul fait au 2) s�applique (même si les Aii ne sont pas ici strictement positives):

On a � = max1�k�N�1

����cos�k�N
����� = cos� �N � :

On a donc 8n 2 N, 8(i; j) 2 [[1; N ]]2,
����(An)ij � 1

N

���� � cos� �N �n :


