Interrogation n°24 bis. Corrigé

1) a) J est symétrique, donc J est orthodiagonalisable.

On argJ =1, donc dimKer J = n — 1. La derniére valeur propre est tr J = n.
Donc J est orthosemblable a Diag(0, 0, ...,0,n).

b) On a M = «(J — I), donc M est orthosemblable & D = Diag(—a, —a, ..., —a, 1).
Donc M admet le polynome annulateur scindé a racines simples (X + «)(X — 1).
c) Il existe U € O,(R) telle que M™ = UD"U?, ot D = Diag(—a, —q, ..., —a, 1).
On a D" = Diag((—a)", (=)™, ..., (—a)", 1) = (—)" SN  Ej i + En .

Donc M"™ = My + (—a)" My, avec My = UEN NUT et My = U(S N1 E; ) UT.
d)Ona{MO+M1:IN aly+M 1
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,donc My= ———=_Jet My =Iy— — J.
My —aM; =M I+a N N
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Donc M™ — NJ = (—a)" (IN -~ J), donc

()i~ | <ol = (5 )

A S A\N-1)

e) Comme J et Iy commutent, on a par le bindme : M™ = a3 7', (—=1)"*(})J* + (—a)"Iy.

On a5 (~1)¥F() " = S0 (-1)" () NET = (1= N)™J — (=1)"J.

Donc M" =a™(1 = N)"J — (—a)"J + (—a)"In = J + (—a)"(Iny — J), d’ot on retrouve d).

2) a) On applique le th spectral a la matrice symétrique réelle A, et on classe les valeurs propres par ordre
décroissant.

b) Si X = S0 (X, Vi) Vi, oma A"X = SO0 (A)™ (X, Vi) Vi

On a (A");; = (A"E;)i = Yaly ()™ (B, Vie) (Vie)s = pey ()™ (Vi) (Vi)

c) Soit X un vecteur propre de A de valeur propre A. Il existe ¢ tel que |z;| = || X||, et on a |z;| > 0.
xj xj
On a Zi\il Aijmj == )\:El Donc A = Zf\il AZ];J D’ou |)\| S Zfil Aij ;j S sz\il Aij =1.
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On a égalité |A| = 1 ssi V5 € [1, N], L égaux et de méme signe, donc ssi X € RZ.
T
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Or, AZ = Z. Donc —1 n’est pas valeur propre, et le sev propre de valeur propre 1 est la droite RZ.

d) Comme Vj € [2, N], \j € [An, A2], on a p = maxa<i<n |Aj| < 1.
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Par b), ona (A%);; = & + S iea (M) (Vi) (Va)i- D'ow

Onalp ==+ Z, donc (V1)(V1); =

(A5~ 3| < 0" AL (Vi) (Vi

1/2 1/2
Par Cauchy-Schwarz, $1 [(Ve); (Viil < (ZAL()2) * (ZALa()?)

La matrice (V4, ..., V) est orthogonales, donc sa transposée aussi.



On en déduit que 2522(1/;{;)? = ijﬂ(vk)g = 1. D’on

(A")ij — ‘ < p".

3) a) En développant selon la premiére colonne, on a : det(zly — M) = 2V — (=1)N " (~1)N -1 =2V — 1.

Donc le spectre de M est Uy (et M est ainsi diagonalisable sur C, car x,, est scindé a racines simples).

Ona MX =wFX ssiVj € [1,N], 2j41 = w¥x; (la derniére équation est redondante).
Donc Ker(M — wFIy) = C(w*)o<icn.

b) MEj = Ej_1moan, donc M~ E; = Ej i 1mod N, donc M~ = (6;=j11 mod N)1<i<N,1<j<N-
1

1
Donc A;j = 551'@' + 1(51':];1 mod N + 0i—j+1 mod N)-

c) A est diagonalisable car symétrique réelle.
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1 +cos(2mk/N) cos km 2
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Par a), ses valeurs propres (sur C) sont les 5t z(wk +wF) = < >, ou0<k<N.

d) Les autres valeurs propres sont les A\ = ,oul0<k<N.

Ao = 1 est valeur propre simple de A, qui est diagonalisable dans une BON (Vj, ..., Viy_1).

1 2
Par 2) d), on a |(A");; — N < p", ol p = maxj<p<n |A\x| = cos (%)

2km , ) km
4) a) On pose 0 = N Les racines de 1’équation caractéristique sont e et e avec § = —

0

—10 sont distinctes, donc uj = ae*? + Fe=h0,

- Supposons @ # 0. Alors e et e

Or, on a eN? = ¢="N? donc ug = u; implique uy = un4+1 = 1.

- Supposons 6 = 0. Alors 1 est racine d’ordre 2 de ’équation caractéristique, donc ux = a + Sk.
Comme ug = u; = 1, alors uy, = 1, donc a fortiori uy = uys+1 = 1.
b) On vérifie aisément qu’avec les hypotheses de a), le vecteur non nul (uy, ..., un) vérifie MZ = \Z.
Comme les \; sont distincts, on obtient N valeurs propres distinctes, d’ou Sp(M) = {\g, k € [0, N —1]}.
c) Le calcul fait au 2) s’applique (méme si les A;; ne sont pas ici strictement positives).

km < T )
cos [ — || =cos(—].

N N

(A™)i; — % < cos (%)n

On a p = maxi<p<n—1

On a donc Vn € N, V(i,5) € [1, N]?,




