Interrogation n°24 bis
Soit un entier N > 2. Pour A € My(R) et (i,7) € [1, N]?, on note (A");; les coefficients de A™.

On note Z le vecteur de RV dont les coefficients sont égaux a 1.

0 o a ... «
a 0 a « .
1) Un premier exemple. On considére M = | o a |,oua= N1
! L«
o a o 0

On note J € My(R) la matrice ne contenant que des 1.
a) Montrer que J est diagonalisable dans My (R).
b) Montrer que M admet un polynéme annulateur de degré 2 qu’on précisera.

c) Montrer qu’il existe deux matrices My et M; indépendantes de N telles que

VneN, M" = My + (—Ol)an

1 1
d) Montrer que My = NJ et M1 =1In— NJ’ et en déduire que

Yn e N, Y(i,j) € [1,N]2,

(Mn)- P i < 1 !
YO N|TA\N-1

e) On propose une autre preuve de c). On a J2 = NJ et M = o(J — Iy).

Exprimer simplement M™ comme combinaison de J et de Iy. Retrouver c).

2) Cas général

Soit A € My (R) une matrice symétrique vérifiant :

N
V(i j) € [LN]?, Ay 20 et Vie[L,N], > Aj=1
j=1

a) Justifier qu’il existe une base orthonormée Vi, ..., V;, de RY et des réels A; > ... > Ay tels que
Vk € [[1,]\7]], AV = NV,

On note (Vi); les coefficients de V.

b) Montrer que

N
vn €N, V(i) € [1,N]?, (A")i; = > ()" (Va)i(Va);

k=1
c¢) Dans cette question, on suppose (i, j) € [1, N]?, .

Montrer que Sp(A) C] — 1,1] et que Ker(A — I,,) = RZ.

Indication : Pour X vecteur propre de A, considérer i tel que |z;| = || X ||, ot || X || = maxi<j<n |z;].



d) Dans cette question, on suppose que A\; = 1 et que Vj € [2, N], \; €] — 1,1].

On pose p = max(|A2],|An]) < 1. Montrer que Vn € N,

1
(A" 5 — N‘ < pn.
e) Question supplémentaire hors-interro. On remplace I'hypothese A;; = Aj; > 0 par A;; = Aj; > 0.

Montrer que —1 est valeur propre de A ssi il existe une partition [1, N] = Joy U J; telle que
Y(i,7) € [L,N]?, aij > 0= (i,5) € (Jo x J1) U (J1 x Jo)

3) Un deuxiéme exemple
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On pose M = 0 . = (0i=j—1 mod N)1<i<N.1<j<N € My(R) et Z=| 1 | € RV,
01 .
1 0 1

9
a) Montrer que le spectre de M sur C est Uy = {w*, 0 <k < N}, ot w = exp (JZ\;T>

1 1
b) Expliciter la matrice A = §In + 1 (M + M) en justifiant la valeur de M~

c) Montrer que A est diagonalisable dans My (R) et expliciter ses valeurs propres.

™

1 2n
d) Montrer que Vn € N, V(i, j) € [1, N]?, |[(A");; — N‘ < cos (N) .

4) Un troisiéme exemple

1/2 1/2
12 0 1/2
On pose M = /2 . € Mn(R).
0 1/2
1/2 1/2

a) Soit k € {0,1,..., N — 1}. On considére A\; = cos (IX;)

On considére la suite (up)nen définie par ug =u; =1 et Vn > 1, up—1 — 2Auy + upy1 = 0.
Montrer que uy = un41-

b) Déterminer Sp(M).

¢) Montrer que ¥n € N, V(4,5) € [1, N]?,

(A™)ij — ]1[‘ < cos (%)n



