
Interrogation no24. Corrigé

Exercice A

1) Par Leibniz, F (n)p 2 Vect(tk f (n�k))0�k�n, donc la fonction tq F (n)p 2 Vect(tk+q f (n�k))0�k�n.

D�où tq F (n)p (t) = O�1(1) car une combinaison linéaire de fonctions bornées est bornée.

2) Par récurrence, on montre que g(n)(t) = Pn(t) exp(�t2), où Pn polynôme.

On a en e¤et P0(t) = 1 et 8n 2 N, Pn+1(t) = P 0n(t)� 2tPn(t). Donc tp g(n)(t) = o�1(1):

3) a) Posons g(t; �) = f(t) exp(i�t). On a :

- pour tout t, � 7�! g(t; �) est de classe C1, et
@ng

@�n
(t; �) = (it)nf(t) exp(i�t)

- pour tout �, t 7�! @ng

@�n
(t; �) est continue (par morceaux)

- on a 8� 2 R, supt2R
����@ng@�n

(t; �)

���� = tn jf(t)j = '(t) = O�1� 1t2
�
car f 2 E, donc ' intégrable.

Donc bf est de classe C1 sur R, et on a bf (n)(�) = RR(it)nf(t) exp(i�t) dt = in cFn(�):
b) On a d(f 0)(�) = RR f 0(t) exp(i�t) dt, et par IPP, d(f 0)(�) = �i� RR f(t) exp(i�t) dt:
En e¤et, f(t) exp(i�t) converge vers 0 en �1 et +1: On a donc bien � bf(�) = i d(f 0)(�):
c) Si f 2 E,

��� bf(�)��� � RR jf(t)j < +1, car f(t) = O�1� 1t2
�
: Donc bf(�) = O�1(1):

d) Par a), on a bf (n)(�) = in cFn(�), où Fn(t) = tn f(t) 2 E.
Par b) appliqué p fois, on a �p bf (n)(�) = ip+n dF (q)n (�).

Or, F (q)n 2 E car Fn 2 E (les dérivées de F (q)n sont des dérivées de Fn).

Donc par c),
d
F
(q)
n (�) = O�1(1) car F

(q)
n 2 E. Donc on a bien �p bf (n)(�) = O�1(1):

Exercice B

1) a) Soit � > �. Par dé�nition de la borne inf, il existe � tel que � < � � � et
�an
n�

�
n2N

est bornée.

Or,
��� an
n�

��� � ���an
n�

���. Donc a fortiori, la suite � an
n�

�
n2N

est bornée.

b) Soit � > �+ 1: On a donc � = �+ 1 + 2", avec " > 0:

On a
an
n�

=
1

n1+"
an
n�+"

= O+1

�
1

n1+"

�
, car la suite

� an
n�+"

�
n2N

est bornée par a).

Donc
P an
n�

converge absolument.

2) On pose fn(x) = an exp(�(lnn)x) =
an
nx
: On a f 0n(x) = �

(lnn) an
nx

:

- Par 1) a),
P
fn converge simplement sur ]�;+1[, et donc a fortiori sur ]�+ 1;+1[:

- Soit � > �+ 1. On a supx�� jf 0n(x)j =
(lnn) janj

n�
= O

�
janj
n��"

�
pour tout " > 0:



On choisit " de sorte que �� " > �+ 1. Par 1) b),
P janj
n��"

converge.

Donc
P
f 0n converge normalement sur tout intervalle [�;+1[, où � > �+ 1:

Donc g est bien de classe C1 sur ]�+ 1;+1[:

3) Pour z 2 �, on a
���an
nz

��� = janj e�Re(z lnn) = janj
nRe z

et
P janj
nRe z

converge par 1) b).

Soit (zk)k2N une suite de nombre complexes de � convergeant vers z 2 �:

Pour k � p assez grand, on a Re zk � � > �: Donc supk�p
���an
nz

��� � janj
n�
:

Ainsi, pour n 2 N�, on a limk!+1
an
nzk

=
an
nz
et d�autre part supk�p

���an
nz

��� � janj
n�
, où

P janj
n�

converge.

Par le théorème de la double limite, on a donc limk!+1 f(zk) =
P+1
n=1

an
nz
= f(z):

Exercice C

1) a) On remarque tout d�abord que j1 + zj � 1 + jzj � exp(jzj), car exp est convexe.

On a Pn+1 � Pn = zn+1Pn.

On a jPnj �
Qn
k=0 j1 + zkj � exp(

Pn
k=0 jzkj) � eL. Donc jPn+1 � Pnj � jzn+1j eL:

b) La série
P
(Pn+1 � Pn) converge absolument, donc converge, et ainsi (Pn)n2N converge.

2) Posons L =
P+1
n=0 k!nk1, où k!nk1 = supx2J j!n(xj).

Par 1) b), on a jPn+1(x)� Pn(x)j � !n+1(x) eL, donc kPn+1 � Pnk1 � k!n+1k1 eL:

Donc la série
P
(Pn+1 � Pn) converge normalement, donc uniformément sur J .

Ainsi, (Pn)n2N converge uniformément sur I, et sa limite P est continue car les Pn sont continues.

3) a) On a j1Y 2A � 1Z2Aj =
(
1 si (Y 2 A et Z =2 A) ou (Y =2 A et Z 2 A)
0 sinon

On a (Y 2 A et Z =2 A) [ (Y =2 A et Z 2 A) � (Y 6= Z):

Donc jP (Y 2 A)� P (Z 2 A)j = jE(1Y 2A � 1Z2A)j � E(j1Y 2A � 1Z2Aj) � E(1Y 6=Z) = P (Y 6= Z).

b) On note B = N nA le compélmentaire de A dans N.P+1
n=0 jP (Y = n)� P (Z = n)j =

P
n2A(P (Y = n)� P (Z = n)) +

P
n2B(P (Z = n)� P (Y = n)):

Donc
P+1
n=0 jP (Y = n)� P (Z = n)j = (P (Y 2 A)� P (Z 2 A)) + (P (Z 2 B)� P (Z 2 B)) � 2 P (Y 6= Z):

c) jGY (z)�GZ(z)j =
P+1
n=0 j(P (Y = n)� P (Z = n))znj �

P+1
n=0 jP (Y = n)� P (Z = n)j :

4) a) Par indépendance des Xk, GSn(z) =
Qn
k=1GXk(z) =

Qn
k=1(1 + pn(z � 1)):

Posons !n(z) = pn(z � 1).P
!n(z) converge normalement sur D car sup^z2D j!n(z)j � 2pn et que

P
pn converge.

Par 2), (GSn)n2N converge normalement sur D.



b) P (Sn 6= S) = P (9 k > n, Xk = 1) �
P+1
k=n+1 P (Xk = 1) =

P+1
k=n+1 pn, donc limn!+1 P (Sn 6= S) = 0:

Par continuité croissante, il existe presque sûrement n 2 N tel que Sn = S. Donc P (S < +1) = 1:

On a (S = k) = (9n 2 N, 8n � k, Sn = k) = [n2N \k�n (Sn = k) est donc un événement.

Donc S est bien une variable aléatoire.

c) 8z 2 D, jGS(z)�GSn(z)j � P (Sn 6= S)! 0 par a), donc limn!+1 supz2D jGS(z)�GSn(z)j = 0:

Remarque culturelle :

On peut améliorer le résultat du 1). On suppose que
P
zn et

P
jznj2 convergent.

En e¤et, on véri�e que (1 + zn) exp(�zn) = 1 +O(jznj2) lorsque n tend vers +1:

On en déduit par 1) que
Q
(1 + zn) exp(�zn) converge.

Comme
Q
exp(zn) converge (par continuité de exp), alors (Pn)n2N converge.

Exercice D

1) a) Les sev propres de u sont orthogonaux et leur somme directe vaut E.

Donc tout x 2 E s�écrit sous la forme x =
Pd
k=1 xk, avec vk 2 E�k :

Comme x 2 �, alors
Pd
k=1 kxkk

2 = 1 par Pythagore.

b) En considérant ek 2 E�k vecteur propre unitaire, on a �k = hek; u(ek)i, donc j�kj � ":

Avec les notation de a), u(x) =
Pn
k=1 �kxk: Donc ku(x)k

2 =
Pn
k=1 �

2
k kxkk

2 � "2
Pn
k=1 x

2
k = "

2:

Donc ku(x)k � ". Par Cauchy-Schwarz, on a donc jhx; u(y)ij � kxk ku(y)k � 1� " = ":

2) a) Soit x =
Pn
k=1 xk 2 �. On a P (u)(x) =

Pn
k=1 P (�k)xk:

Donc hx; P (u)(x)i =
Pn
k=1 P (�k) kxkk

2 :Par hypothèse P (�k) 2 [a; b]:

Donc hx; P (u)(x)i 2 [a; b] comme valeur moyenne de réels de [a; b], car
Pn
k=1 kxkk

2 = 1:

b) Pour x 2 E�j , on a Lk(u)(x) = Lk(�j)x, donc vaut x si j = k et
�!
0 sinon.

Ainsi, Lk(u) est la projection orthogonale sur E�k (appelé projecteur spectral)

Avec les notations de 1), on a Lk(u)(x) = xk, donc hx; Lk(u)(x)i = kxkk2 2 [0; 1]:

3) a) On considère x = e1 + :::+ ed somme de d vecteurs propres non nuls, avec ek 2 E�k :

La famille (e1; :::; ed) est libre et MatB(x; u(x); :::; ud�1(x)) est une matrice de Van der Monde inversible.

Donc (x; u(x); :::; ud�1(x)) est libre.

b) Pour k � d, (x; u(x); :::; uk�1(x)) est libre, donc a fortiori (Id; u; :::; uk�1) est libre.

Donc 8k � d, dimHk = k:

Soit k > d. On sait que �(X) =
Qd
k=1(X � �k) annule u.



En considérant la division euclidienne de P par �, on a P (u) = R(u) où R reste de P par �.

Comme degR < d, alors Vect(uk(x))k2N = Hd et a fortiori, 8k � d, Hk = Hd:

c) Première méthode :

Par interpolation de Lagrange, il existe P 2 Rd�1[X] tel que 8k 2 [[1; p]], P (�k) =
1

�k

Donc u�1 = P (u) 2 Hd:

Seconde méthode : On a �(u) = u, et �(0) 6= 0, car les �k sont non nuls.

Donc �(X) est de la forme ��XP (X), avec � 6= 0 et degP < deg � = d:

Donc uP (u) = � Id et u�1 =
1

�
P (u) 2 Hd:

4) Par 2), on a 8x 2 �, jhx;Qk(u)(x)ij � 2�k, donc par 1) b), kQk(u)kop � 2�k:

Or, Qk(X) est de la forme 1�XP (X), où degP < k. Donc v = P (u) convient.

5) a) On montre d�abord que Tk(�X) = (�1)kTk(X).

On a Tk(� cos �)) = Tk(cos(� + �)) = cos(n(� + �)) = (�1)n cos(n�).

Donc Tk(�X) et (�1)kTk(X) coïncident sur [�1; 1] in�ni, donc sont égaux.

b) Qk(0) = !kTk

�
�(�+ �)
�� �

�
= 0. Lorsque t décrit [�; �],

2t� (�+ �)
�� � décrit [�1; 1].

Or, sup[�1;1] jTkj = 1, car Tk(cos �) = cos(k�), et en particulier Tk(1) = 1:

Donc supt2[�;�] jQk(t)j = j!kj sup[�1;1] jTkj = sup[�1;1] jTkj = j!kj :

c) On a ch � =
�+ �

�� � , donc jTk (� ch �)j = ch(n�) �
en�

2
, donc j!kj � 2e�n�:

d) e� + e�� = 2
�+ �

�� � , donc e
� est racine de X2 � 2�+ �

�� �X + 1: L�autre racine est e�� < 1.

Or,
p
� � 1p
� + 1

+

p
� + 1p
� � 1 =

� � 1
� + 1

=
�+ �

�� � et
p
� � 1p
� + 1

p
� + 1p
� � 1 = 1:

Donc
p
� � 1p
� + 1

et
p
� + 1p
� � 1 sont les racines de ce même polynôme. Comme e

�� < 1, on a e�� =
p
� � 1p
� + 1

.

6) et Exercice Z

On a (cos �)n =
�
ei� + e�i�

2

�n
=
1

2n
Pn
k=0

�
n
k

�
exp(i(n� 2k)�):

En passant aux parties réelles, on obtient :

(cos �)n =
1

2n
Pn
k=0

�
n
k

�
cos(n� 2k)�) = 1

2n
Pn
k=0

�
n
k

�
cos(jn� 2kj)�) = 1

2n
Pn
k=0

�
n
k

�
Tjn�2kj(cos �):

Deux polynômes qui coïncident sur [�1; 1] in�ni sont égaux, donc Xn =
1

2n
Pn
k=0

�
n
k

�
Tjn�2kj(X):


