Interrogation n°24. Corrigé

Exercice A

1) Par Leibniz, F\" € Vect(t* f("))o 1<y, donc la fonction t7 ™) € Vect(th+a fn=h) .

D’ou ¢4 Fén) (t) = O+00(1) car une combinaison linéaire de fonctions bornées est bornée.

2) Par récurrence, on montre que g™ (t) = P, (t) exp(—t?), ot P, polynéme.
On a en effet Py(t) =1 et Vn € N, P, y1(t) = P/ (t) — 2tP,(t). Donc t? g(™ () = 0100(1).

3) a) Posons g(t,A\) = f(t) exp(iAt). On a :

n

- pour tout t, A —— g(t, \) est de classe C*°, et %(t A) = (it)" f(t) exp(iAt)
o"g

o\"
o"g n 1 L
W(t’ AN =t"|f(t)] = ¢(t) = Ozoo 7 ) car f € E, donc ¢ intégrable.

- pour tout A, t — (t, \) est continue (par morceaux)

- on a VA € R, sup;cg

Donc f est de classe C* sur R, et on a f = [p(it)" f(t) exp(iXt) dt = i" I/T\n(/\)

b) On a f’ = Jg f'(t) exp(iAt) dt, et par IPP, (f’)()\) = —i) [ f(t) exp(iAt) dt.

—

En effet, f(t)exp(i\t) converge vers 0 en —oo et +00. On a donc bien A f()\) =1 (f")(N).

&) Si € B [T < Jo l7(0)] < o0, car f(1) = Osoe <j> - Done F(A) = Osaa(1).
d) Par a), on a fM(X) =i F,(\), ot Fy,(t) = t* f(t) € E.
Par b) appliqué p fois, on a AP f(”)()\) = ptn };@(A).

Or, Fng) € FEcar F,, € E (les dérivées de Fy(Lq) sont des dérivées de F,).

Donc par c), FT(Lq)()\) = O100(1) car F\? € E. Donc on a bien \? f(")(k) = O100(1).

Exercice B

a

1) a) Soit o > p. Par définition de la borne inf, il existe 3 tel que p < 5 < «v et <—g> est bornée.
n~ 7/ neN

an

Or,
ne

a
. Donc a fortiori, la suite (—n> est bornée.
n%/ neN

b) Soit @ > p+ 1. On a donc a« = p + 1 + 2¢, avec € > 0.

a 1 a 1 . a
Ona — = 1——" = O4o0 | g2 | car la suite (—n> est bornée par a).
ne nlte pute nlte nHte neN

Qn
Donc ) — converge absolument.
n

2) On pose fp(x) = apexp(—(Inn)z) = %. On a f)(z) = —M.

nw
- Par 1) a), ) f, converge simplement sur |u, +00], et donc a fortiori sur |u + 1, 4+00].

l n n
- Soit a >y + 1. On a sup,>, | f} ()| = (nn) lan| =0 <|a|

- as) pour tout € > 0.
n n



|an|

On choisit € de sorte que « —e > p+1. Par 1) b), > ——
n

converge.
Donc Y f], converge normalement sur tout intervalle [, +00[, ot o > p + 1.

Donc g est bien de classe C! sur |u + 1, +o0l.

3) Pour z € A, on a ‘%‘ = |ay| e~ Re(znn) — ’RZL et Z o | — converge par 1) b).

Soit (2 )ken une suite de nombre complexes de A convergeant vers z € A.

a a
Pour k > p assez grand, on a Re z > a > p. Donc supy), < M
. . Gnp G QAn, ’an’ ’an’
* _ " ’ 3
Ainsi, pour n € N*  on a limy_, 1 o ey et d’autre part SUP>p e < o oy o converge.
Par le théoréme de la double limite, on a donc limy_, o0 f(2x) = 3720 —2 = f(2).

n=1z
Exercice C
1) a) On remarque tout d’abord que |1 + z| < 1+ |z] < exp(|z|), car exp est convexe.
Ona Ppy1 — Py, = zp41 Py,
On a |Py| < [Tro |1+ 26 <exp(Xr_ol2k]) < €. Donc |Pyi1 — Pl < |zn41] el

b) La série > (P,+1 — P,) converge absolument, donc converge, et ainsi (P,)nen converge.

2) Posons L= 3% lwallag: 00 [lwalleg = suDse lwa(e]).
Par 1) b), on a |Pi1(x) = Pa(2)| < w1 (@) e, done [[Post = Polloo < w1l €
Donc la série Y (Pn4+1 — P,) converge normalement, donc uniformément sur .J.

Ainsi, (P, )nen converge uniformément sur I, et sa limite P est continue car les P, sont continues.

Isi(YeAetZ¢A)ou (Y ¢Aet Ze€ A)

0 sinon

3) a) Ona |lyea — lzea| = {
Ona(YeAet Z¢AUY ¢Aet ZcA)C (Y #2).
Donc [P(Y € A) — P(Z € A)| = [E(lyea — 1zea)| < E([lyea — 1zeal) < E(lyzz) = P(Y # 2).
b) On note B = N\ A4 le compélmentaire de A dans N.
2 P(Y = 1) = P(Z = )] = S a(P(Y = 1) = P(Z = 1)) + X (P(Z = 1) — P(Y =),
Done 4% |P(Y = n) — P(Z =n)| = (P(Y € A) — P(Z € A))+ (P(Z € B)— P(Z € B)) <2 P(Y # Z).
0) Gy () — Gr(2)] = S I(P(Y = n) — P(Z = n))2"| < S5 [P(Y = n) - P(Z = ).
4) a) Par indépendance des Xy, Gg, (2) = [Ti2; Gx,(2) = [11—1(1 + pu(z — 1)).
Posons wy,(z) = pp(z — 1).
> wn(z) converge normalement sur D car sup-,cp |wn(2)] < 2p, et que Y p, converge.

Par 2), (Gg, )nen converge normalement sur D.



b) P(S, # S)=P(3k>n, X =1) <302 P(Xy =1) = 32 1 pp, done limy,— oo P(Sy # S) = 0.
Par continuité croissante, il existe presque sirement n € N tel que S, = S. Donc P(S < +00) = 1.

Ona (S=k)=3neN,Vn>k, S, =k)=Upen Ng>n (Sn = k) est donc un événement.

Donc S est bien une variable aléatoire.

c)Vz e D, |Gs(z) — Gs,(2)] < P(Sy, #S) — 0 par a), donc lim,, o sup,cp |Gs(2) — Gs, (2)| = 0.

Remarque culturelle :

On peut améliorer le résultat du 1). On suppose que Y z, et > ]zn]2 convergent.
En effet, on vérifie que (1 + z,) exp(—2,) = 1 + O(|z,|?) lorsque n tend vers +oc.
On en déduit par 1) que [[(1 + z,) exp(—=2y,) converge.

Comme []exp(z,) converge (par continuité de exp), alors (P,)nen converge.

Exercice D

1) a) Les sev propres de u sont orthogonaux et leur somme directe vaut E.

Donc tout = € E s’écrit sous la forme z = Zi:l Ty, avec v € By, .

Comme z € ¥, alors Zzzl |zx]|*> = 1 par Pythagore.

b) En considérant e;, € E), vecteur propre unitaire, on a A\, = (ey, u(eg)), donc |Ax| < e.
Avec les notation de a), u(z) = Y7, Apwg. Done |Ju(z)||* = S0 A2 |lag|® < 2307, 27 = €2,
Donc ||u(z)|| < e. Par Cauchy-Schwarz, on a donc [(z,u(y))| < ||z| |u(y)|]| <1 x e =«¢.
2) a)Soit x =) ,_,xp € X. Ona P(u)(z) =) p_; P(\g)xk.

Donc (z, P(u)(z)) = S37_; P(\x) ||z]|* .Par hypothese P(\g) € [a, b].

Donc (z, P(u)(x)) € [a,b] comme valeur moyenne de réels de [a, b], car >, _; |zx||? = 1.
b) Pour x € E);, on a Li(u)(z) = Lg()\;)z, donc vaut z si j = k et 0 sinon.

Ainsi, Lj(u) est la projection orthogonale sur E), (appelé projecteur spectral)

Avec les notations de 1), on a Ly (u)(z) = y, donc (z, Ly(u)(x)) = ||zx|* € [0,1].

3) a) On considére x = e1 + ... + ¢4 somme de d vecteurs propres non nuls, avec e, € E), .

La famille (eq, ..., eq) est libre et Matg(x, u(z), ...,u4"!(z)) est une matrice de Van der Monde inversible.
Donc (z,u(z),...,u®"(z)) est libre.

b) Pour k < d, (z,u(x),...,u*~1(z)) est libre, donc a fortiori (Id,u, ...,u*~1) est libre.

Donc Vk < d, dim H;, = k.

Soit k > d. On sait que 7(X) = HZ:1(X — Ar) annule u.



En considérant la division euclidienne de P par 7, on a P(u) = R(u) ou R reste de P par 7.
Comme deg R < d, alors Vect(u*(z))ren = Hy et a fortiori, Yk > d, Hy, = Hy.

c) Premiére méthode :

1
Par interpolation de Lagrange, il existe P € Ry_1[X] tel que Vk € [1,p], P(A\x) = oW
k

Donc ™! = P(u) € Hy.

Seconde méthode : On a m(u) = u, et m(0) # 0, car les \x sont non nuls.
Donc 7(X) est de la forme o — X P(X), avec a # 0 et deg P < degm = d.
Donc uP(u) = ald et u=! = éP(u) € Hy.

4) Par 2), on a Vz € ¥, |(z, Qr(u)(z))| < 2a*, donc par 1) b), 1Qk (W]l < 20",

Or, Qr(X) est de la forme 1 — X P(X), ou deg P < k. Donc v = P(u) convient.
5) a) On montre d’abord que Tj,(—X) = (—1)*T}(X).

On a Tj(—cos0)) = Tj(cos(d + 7)) = cos(n(d + m)) = (—1)" cos(nb).

Donc Ty(—X) et (—1)¥Ty(X) coincident sur [—1, 1] infini, donc sont égaux.

—(A+p)
A—p

2t — (N + p)

o et [—1,1].

b) Qx(0) = wiTy ( > = 0. Lorsque t décrit [u, A],
Or, sup(_y 1) |Tk| = 1, car Tj(cos 0) = cos(kf), et en particulier Tj(1) = 1.

Donc supyey ) [Qk(t)| = [wi| supi_y 1y [T] = sup;_y 3y [Tk| = |wi| -

A p e? 0
c) Onachf = P donc |T}, (— ch )| = ch(nf) > 5 donc |wg| < 2e™™
—H
A A
d) el +e7f = 2#, donc e’ est racine de X2 — Z#X + 1. L’autre racine est e % < 1.
—H —H

Or ﬁ—1+ﬁ+1_r—1_>\+uetﬁ—1ﬁ+1_
VT V=1 T4+l A—p T JT—1
ﬁ—letﬁJrl
VT+1 o -1

1.

?

Donc 0 —

sont les racines de ce méme polynéome. Comme e ? < 1, on a e~

5
_l_
—_

6) et Exercice Z
On a (cos )" = <2> = o > reo (3) exp(i(n — 2k)0).
En passant aux parties réelles, on obtient :

(cos 0)" = o Toi_y (1) cos(n — 20)0) = o351 (2) cos(ln — 2k1)0) = 5 57 () Thu—ar(cosb).

1
Deux polynémes qui coincident sur [—1, 1] infini sont égaux, donc X" = o > ko (z) Tip—a| (X).




