Interrogation n°24 (premiére version). Baréme sur 26.5 pts
Exercice A
On note Oy (1) 'ensemble des fonctions de R dans C bornées au voisinage de +oc.

On note £ le sev des fonctions f : R — C de classe C* telle que
VneN, VpeN,  f™ (t) = O100(1) lorsque ¢ tend vers =+ co

1) [1 pt] Soient f € £ et p € N. On pose F,(t) =tP f(t). Montrer que F), € .

2) [1.5 pt] Montrer que g(t) = exp(—t2) appartient a &.

3) Soit f € £. On pose pour tout A € R, = [z [(t) exp(iXt) dt|

a) [2 pts] Montrer que f est bien définie sur R et de classe C™ sur R, et que ﬁ”)( A) =" Fp(N).
b) [1 pt] Montrer que A f(\) =i (f)(\).
¢) [0.5 pt] Montrer que f(A) = O+o0(1) lorsque A tend vers #o0o

d) [2 pts] En utilisant les questions précédentes, montrer que J?appartient act.

Exercice B
Soit (an)nen € CN. On pose p = inf {a ER| (a—Z) est bornée } et on suppose p € R.
n=/ neN*
a
1) a) [1 pt] Montrer que pour tout réel a > p, la suite (—Z) est bornée.
n=/ neN*

b) [1.5 pt] Montrer que pour tout réel o > p+ 1, la série >1 = converge absolument.

+oo On

2) [2.5 pts] Montrer que g : @ — > ay exp(—(Inn)z) = 3% v est de classe C! sur |u + 1, +o0l.
3) [2 pts] On note A ={z€ C, Rez > p+ 1}.

Montrer que f: A — C z+— > T% q, exp(—(Inn)z) = 31 n—n est bien définie et continue.
Indication : Utiliser la caractérisation séquentielle.

Exercice D

Soit E un espace euclidien. On note ¥ = {x € E | ||z|| = 1} la sphére unité.

On note [[uf|,, = sup,ey, |lu(x)|| la norme d’endomorphisme subordonnée a la norme euclidienne.

Soit u € S(FE) autoadjoint admettant d valeurs propres distinctes A\; < Ag < ... < Ag.

Pour X € Sp(u), on note £y = Ker(u — A1d) le sev propre associé.



1) a) [1 pt] Soit un vecteur x € ¥ de norme 1. Montrer qu’il existe des vecteurs x1, ..., x4 € E tels que

d
x = Zxk et Vke€[l,d], u(zy) = Apxg et Z lze)® =1
k=1
b) [2 pts] Soit u € S(E) et € > 0 tels que Vo € 3, [(z,u(z))| < e.
Montrer que ||ull,, < ¢ et que V(z,y) € ¥2, (z,u(y))| <e.

2) a) [1.5 pt] Soit P un polyndme réel tel que V¢ € [A1, A\gq], P(t) € [a,b]. Montrer que

Vo € 3, (x, P(u)(z)) € [a,b]

X =
b) [1 pt] Soit k € [1,d]. On considere Lg(X) = [T1<;<q s -,
SRS PV}
Caractériser ’endomorphisme L (u). Justifier que Vo € X, (x, Li(u)(x)) € [0, 1].
3) On pose Vk € N, H, = {P(u), P € R;_1[X]} = Vect(Id, u,u?, ...,up_1), avec Hy = {0}.

a) [1.5 pt] On considére z = e; + ... + ¢4 somme de d vecteurs propres (non nuls), ou e € E, .
Montrer que la famille (z,u(x), ...,u?"!(x)) est libre.
b) [2 pts] Montrer que Vk < d, dim Hy, = k et que Yk > d, Hy, = Hg.

c) [1.5 pt] On suppose v € STT(FE). Montrer que u~! € Hy.

Exercice Z
[1 pt] On note 7), le polynome de Tchebychev : V0 € R, T),(cos ) = cos(nb).

1
Montrer que X" = on Yo (Z) T\n—%|(X)-



Interrogation n°24 (seconde version). Baréme sur 2/ pts

Exercice C

1) Soit (25)nen € CN. On pose P, = [T{_g (1 + 2) -

On suppose que Y |z,| converge et on pose L = E:{i% |20

a) [2 pts] Montrer que [Py 1 — P,| < |zni1] €r.

b) [1 pt] Montrer que la suite (P,),en converge.

2) [2 pts] Soit (wyn)nen une suite de fonctions wy, : J — C a valeurs complexes.

On suppose que Y wy, converge normalement sur J. On pose P,(z) = [[;_q (1 + wg(2)).

Montrer que (P,)nen converge uniformément sur J.

3) Soient Y et Z deux variables aléatoires entiéres, c’est-a-dire a valeurs dans N.
On note D le disque unité de C, c’est-a-dire D = {z € C | |z] < 1}.

a) [1 pt] Montrer que pour tout AC N,ona |[P(Y € A)—P(Ze€ A)|<P(Y # Z).
Indication : Considérer |lyeca — 1zcal.

b) [1 pt] En considérant A ={n € N| P(Y =n) > P(Z = n)}, montrer que
+o0o
Y |P(Y =n)-P(Z=n)| <2 P(Y #2)
n=0

¢) [0.5 pt] Montrer que pour tout z € D, |Gy (z) — Gz(2)| <2 P(Y # Z).

4) Soit (X,,)nen une suite de variables indépendantes de Bernoulli.

:{3 P < +00.

On pose Vn € N*, p,, = P(X,, = 1). On suppose que la série Y  p, converge, c’est-a-dire )
On pose S, = Y p_; Xk et on définit Vw € Q, S(w) = limy,— 400 Sp(w) € NU{ + oo}
a) [1 pt] Pour z € D, expliciter Gg, (z) et montrer que (Gg, )nen converge uniformément sur D.
b) [1.5 pt] Montrer que S(w) < 400 presque srement, et que S est une variable aléatoire.

¢) [0.5 pt] On peut donc considérer S comme une variable aléatoire a valeurs dans N.

Montrer que (Gg, )nen converge uniformément vers Gg sur D.

Exercice D

Soit E un espace euclidien. On note ¥ = {x € E | ||z|| = 1} la sphére unité.

Pour u € L(E), on note [|u|,, = sup,es [[u(z)|| la norme d’endomorphisme subordonnée & la norme euclidienne.

Soit u € S(FE) autoadjoint admettant d valeurs propres distinctes A\; < Ag < ... < Ag.

Pour X € Sp(u), on note E) = Ker(u — A1d) le sev propre associé.



1) a) [1 pt] Soit un vecteur x € ¥ de norme 1. Montrer qu’il existe des vecteurs x1, ..., x4 € E tels que

xr = ka et Vke[l,d], u(zg) = Mz et Zd: |zx||* = 1
k=1

b) [2 pts] Soit u € S(E) et € > 0 tels que Vo € 3, [(x,u(z))| < e.

Montrer que ||ull,, < ¢ et que V(z,y) € Y2, |z, u(y))| <e.

2) a) [1.5 pt] Soit P un polynome réel tel que V¢ € [A1, \q], P(t) € [a,b]. Montrer que

Ve € X, (x, P(u)(z)) € [a,b)

X -
Mo A
Caractériser ’endomorphisme L (u). Justifier que Vo € ¥, (x, Li(u)(x)) € [0, 1].

b) [1 pt] Soit k € [1,d]. On considére Ly(X) = [];<j<q jsx

3) On pose Vk € N, Hy = {P(u), P € Ry_1[X]} = Vect(Id, u, u?, ..., up_1), avec Hy = {0}.

a) [1.5 pt] On considére z = e; + ... + ¢4 somme de d vecteurs propres (non nuls), o e € Ey, .
Montrer que la famille (z,u(x), ...,u?"!(x)) est libre.

b) [2 pts] Montrer que Vk < d, dim Hy, = k et que Yk > d, Hy, = Hg.

¢) [1.5 pt] On suppose u € STT(E). Montrer que u~! € Hy.

-1
4) [1.5 pt] On suppose v € STT(E). On pose 7 = i\cll >0et a= ﬁ—i— .

Pour k£ € N, on note Ay 'ensemble des polynomes @ de degré < k tel que Q(0) = 1.

<1

On admet ici qu'il existe un polynome Qi € Ay, tel que Vt € [\, Ag], |Qr(t)] < 2aF.
Montrer qu'il existe v € Hy, tel que |Id —uov][,, < 20",

5) On se propose de prouver la propriété admise au 4).

On considére (Ty)ken définie par Top =1, Ty = X et Ty = 2X Ty — Tx—1. On a deg Ty, = k.
Par la trigonométrie, on a V8 € R, Tj(cos 0) = cos(kf) et T (ch#) = ch(k6).

a) [0.5 pt] Montrer que V6 € R, Ty(—ch@) = (—1)* ch(k6).

b) [1 pt] Soient 0 < px < A. On considére le polynome

2X — (A + ) 1
X g _— ] - —
Qr(X) wka< P >, ol wy < >\+M>
T (-2
A—p

Montrer que Qx(0) =1 et que sup;¢p,, ) [Qr(t)] = |wk] .

A
¢) [0.5 pt] On considére 6 = argch <)\+,u> > 0. Montrer que |wy| < 2.

7

A A
d) [1.5 pt] On pose 7 = = > 1. Montrer que ¢’ est racine de X? — Q;JX + 1. En déduire =¥ =
f —p

5
_l_
[

1
6) [1 pt] Montrer que Vn € N, X" =37 | 27(2) Tip—2k)-




