
Interrogation no24 (première version). Barème sur 26.5 pts

Exercice A

On note O+1(1) l�ensemble des fonctions de R dans C bornées au voisinage de +1.

On note E le sev des fonctions f : R! C de classe C1 telle que

8n 2 N; 8p 2 N; tp f (n)(t) = O�1(1) lorsque t tend vers �1

1) [1 pt] Soient f 2 E et p 2 N. On pose Fp(t) = tp f(t). Montrer que Fp 2 E .

2) [1.5 pt] Montrer que g(t) = exp(�t2) appartient à E .

3) Soit f 2 E . On pose pour tout � 2 R, bf(�) = RR f(t) exp(i�t) dt :
a) [2 pts] Montrer que bf est bien dé�nie sur R et de classe C1 sur R, et que bf (n)(�) = in cFn(�):
b) [1 pt] Montrer que � bf(�) = i d(f 0)(�):
c) [0.5 pt] Montrer que bf(�) = O�1(1) lorsque � tend vers �1
d) [2 pts] En utilisant les questions précédentes, montrer que bf appartient à E .
Exercice B

Soit (an)n2N 2 CN. On pose � = inf
�
� 2 R j

� an
n�

�
n2N�

est bornée
�
et on suppose � 2 R:

1) a) [1 pt] Montrer que pour tout réel � > �, la suite
� an
n�

�
n2N�

est bornée.

b) [1.5 pt] Montrer que pour tout réel � > �+ 1, la série
P
n�1

an
n�

converge absolument.

2) [2.5 pts] Montrer que g : x 7�!
P+1
n=1 an exp(�(lnn)x) =

P+1
n=1

an
nx

est de classe C1 sur ]�+ 1;+1[.

3) [2 pts] On note � = fz 2 C, Re z > �+ 1g.

Montrer que f : �! C z 7�!
P+1
n=1 an exp(�(lnn)z) =

P+1
n=1

an
nz

est bien dé�nie et continue.

Indication : Utiliser la caractérisation séquentielle.

Exercice D

Soit E un espace euclidien. On note � = fx 2 E j kxk = 1g la sphère unité.

On note kukop = supx2� ku(x)k la norme d�endomorphisme subordonnée à la norme euclidienne.

Soit u 2 S(E) autoadjoint admettant d valeurs propres distinctes �1 < �2 < ::: < �d:

Pour � 2 Sp(u), on note E� = Ker(u� � Id) le sev propre associé.



1) a) [1 pt] Soit un vecteur x 2 � de norme 1. Montrer qu�il existe des vecteurs x1; :::; xd 2 E tels que

x =

dX
k=1

xk et 8k 2 [[1; d]], u(xk) = �kxk et
dX
k=1

kxkk2 = 1

b) [2 pts] Soit u 2 S(E) et " > 0 tels que 8x 2 �, jhx; u(x)ij � ":

Montrer que kukop � " et que 8(x; y) 2 �2, jhx; u(y)ij � ":

2) a) [1.5 pt] Soit P un polynôme réel tel que 8t 2 [�1; �d], P (t) 2 [a; b]: Montrer que

8x 2 �; hx; P (u)(x)i 2 [a; b]

b) [1 pt] Soit k 2 [[1; d]]. On considère Lk(X) =
Q
1�j�d, j 6=k

X � �j
�k � �j

.

Caractériser l�endomorphisme Lk(u). Justi�er que 8x 2 �; hx; Lk(u)(x)i 2 [0; 1]:

3) On pose 8k 2 N, Hk = fP (u), P 2 Rk�1[X]g = Vect(Id; u; u2; :::; uk�1), avec H0 = f0g:

a) [1.5 pt] On considère x = e1 + :::+ ed somme de d vecteurs propres (non nuls), où ek 2 E�k :

Montrer que la famille (x; u(x); :::; ud�1(x)) est libre.

b) [2 pts] Montrer que 8k � d, dimHk = k et que 8k � d, Hk = Hd:

c) [1.5 pt] On suppose u 2 S++(E). Montrer que u�1 2 Hd:

Exercice Z

[1 pt] On note Tn le polynôme de Tchebychev : 8� 2 R, Tn(cos �) = cos(n�).

Montrer que Xn =
1

2n
Pn
k=0

�
n
k

�
Tjn�2kj(X):



Interrogation no24 (seconde version). Barème sur 24 pts

Exercice C

1) Soit (zn)n2N 2 CN. On pose Pn =
Qn
k=0 (1 + zk) :

On suppose que
P
jznj converge et on pose L =

P+1
n=0 jznj.

a) [2 pts] Montrer que jPn+1 � Pnj � jzn+1j eL:

b) [1 pt] Montrer que la suite (Pn)n2N converge.

2) [2 pts] Soit (!n)n2N une suite de fonctions !n : J ! C à valeurs complexes.

On suppose que
P
!n converge normalement sur J . On pose Pn(x) =

Qn
k=0 (1 + !k(x)) :

Montrer que (Pn)n2N converge uniformément sur J:

3) Soient Y et Z deux variables aléatoires entières, c�est-à-dire à valeurs dans N.

On note D le disque unité de C, c�est-à-dire D = fz 2 C j jzj � 1g:

a) [1 pt] Montrer que pour tout A � N, on a jP (Y 2 A)� P (Z 2 A)j � P (Y 6= Z).

Indication : Considérer j1Y 2A � 1Z2Aj :

b) [1 pt] En considérant A = fn 2 N j P (Y = n) � P (Z = n)g, montrer que

+1X
n=0

jP (Y = n)� P (Z = n)j � 2 P (Y 6= Z)

c) [0.5 pt] Montrer que pour tout z 2 D, jGY (z)�GZ(z)j � 2 P (Y 6= Z):

4) Soit (Xn)n2N une suite de variables indépendantes de Bernoulli.

On pose 8n 2 N�, pn = P (Xn = 1). On suppose que la série
P
pn converge, c�est-à-dire

P+1
n=1 pn < +1:

On pose Sn =
Pn
k=1Xk et on dé�nit 8! 2 
, S(!) = limn!+1 Sn(!) 2 N [ f+1g.

a) [1 pt] Pour z 2 D, expliciter GSn(z) et montrer que (GSn)n2N converge uniformément sur D:

b) [1.5 pt] Montrer que S(!) < +1 presque sûrement, et que S est une variable aléatoire.

c) [0.5 pt] On peut donc considérer S comme une variable aléatoire à valeurs dans N.

Montrer que (GSn)n2N converge uniformément vers GS sur D.

Exercice D

Soit E un espace euclidien. On note � = fx 2 E j kxk = 1g la sphère unité.

Pour u 2 L(E), on note kukop = supx2� ku(x)k la norme d�endomorphisme subordonnée à la norme euclidienne.

Soit u 2 S(E) autoadjoint admettant d valeurs propres distinctes �1 < �2 < ::: < �d:

Pour � 2 Sp(u), on note E� = Ker(u� � Id) le sev propre associé.



1) a) [1 pt] Soit un vecteur x 2 � de norme 1. Montrer qu�il existe des vecteurs x1; :::; xd 2 E tels que

x =
dX
k=1

xk et 8k 2 [[1; d]], u(xk) = �kxk et
dX
k=1

kxkk2 = 1

b) [2 pts] Soit u 2 S(E) et " > 0 tels que 8x 2 �, jhx; u(x)ij � ":

Montrer que kukop � " et que 8(x; y) 2 �2, jhx; u(y)ij � ":

2) a) [1.5 pt] Soit P un polynôme réel tel que 8t 2 [�1; �d], P (t) 2 [a; b]: Montrer que

8x 2 �; hx; P (u)(x)i 2 [a; b]

b) [1 pt] Soit k 2 [[1; d]]. On considère Lk(X) =
Q
1�j�d, j 6=k

X � �j
�k � �j

.

Caractériser l�endomorphisme Lk(u). Justi�er que 8x 2 �; hx; Lk(u)(x)i 2 [0; 1]:

3) On pose 8k 2 N, Hk = fP (u), P 2 Rk�1[X]g = Vect(Id; u; u2; :::; uk�1), avec H0 = f0g:

a) [1.5 pt] On considère x = e1 + :::+ ed somme de d vecteurs propres (non nuls), où ek 2 E�k :

Montrer que la famille (x; u(x); :::; ud�1(x)) est libre.

b) [2 pts] Montrer que 8k � d, dimHk = k et que 8k � d, Hk = Hd:

c) [1.5 pt] On suppose u 2 S++(E). Montrer que u�1 2 Hd:

4) [1.5 pt] On suppose u 2 S++(E). On pose � = �d
�1
> 0 et � =

p
� � 1p
� + 1

< 1:

Pour k 2 N, on note �k l�ensemble des polynômes Q de degré � k tel que Q(0) = 1.

On admet ici qu�il existe un polynôme Qk 2 �k tel que 8t 2 [[�1; �d]], jQk(t)j � 2�k.

Montrer qu�il existe v 2 Hk tel que kId�u � vkop � 2�k:

5) On se propose de prouver la propriété admise au 4).

On considère (Tk)k2N dé�nie par T0 = 1, T1 = X et Tk+1 = 2XTk � Tk�1: On a deg Tk = k:

Par la trigonométrie, on a 8� 2 R, Tk(cos �) = cos(k�) et Tk(ch �) = ch(k�):

a) [0.5 pt] Montrer que 8� 2 R, Tk(� ch �) = (�1)k ch(k�):

b) [1 pt] Soient 0 < � < �. On considère le polynôme

Qk(X) = !k Tk

�
2X � (�+ �)

�� �

�
, où !k =

1

Tk

�
��+ �
�� �

�
Montrer que Qk(0) = 1 et que supt2[�;�] jQk(t)j = j!kj :

c) [0.5 pt] On considère � = argch
�
�+ �

�� �

�
> 0: Montrer que j!kj � 2e�n�:

d) [1.5 pt] On pose � =
�

�
> 1: Montrer que e� est racine de X2 � 2�+ �

�� �X + 1: En déduire e�� =
p
� � 1p
� + 1

.

6) [1 pt] Montrer que 8n 2 N, Xn =
Pn
k=0

1

2n
�
n
k

�
Tjn�2kj.


