Interrogation n°23 bis. Baréme sur 23 pts

’Probléme. Convolution‘ (inspiré Mines PC 2010)

1 2 50
1) On considére Vo € R, G(z) = Eexp (—2) On admet que fjoo G(z) de = 1.

a) [1.5 pt] Calculer fj;o xG(z) dx et fj;o 22G(7) de.
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b) [1 pt] Pour A > 0, on pose G(x) = %

exp <_$2) . Calculer fjoooo xGy\(z) dz et fj;o 22G () da.
Pour la suite de l’exercice, on utilise les notations suivantes :

- On note L I’ensemble des fonctions continues positives p : R — R telles que fjoooo p(t) dt = 1.

- On note E 'ensemble des fonctions continues f : R — R vérifiant lim, ;o f(2) = lim,— oo f(x) = 0.
On sait que toute fonction f € E est bornée, et on munit £ de la norme infinie || f||_, = supg | f].

On admet que toute fonction f € E vérifie la propriété d’uniforme continuité :

Pour tout ¢ > 0, il existe o > 0 tel que V(z,y) € R?, |z —y| <a=|f(z) — f(y)] <e.

2) Pour f € E et p € L, on pose Vz € R, | (f*p)(z) = [T fla —t)p(t) dt = [T f(t)p(x —t) dt |

a) [2 pts| Justifier l'existence de (f * p)(z) pour tout = € R et la continuité de (f * p) sur R.
b) [1 pt] Soit z € R. Montrer que limg,_ 4 (f *p)(z) = .0.

Remarque : On montre de méme (admis ici) que lim,_,_(f * p)(z) = .0.

3) Pour p € L, on considére I'endomorphisme Ty, : E — E f+—— f*p.

On admet que T, 0T, =T, 0T, pour toutes fonctions p et ¢ € L.

On note T} I'endomorphisme obtenu en composant n fois I’endomorphisme 7},.

a) [0.5 pt] Montrer que Vf € E, | Tp(f)|l < IIflloo-

b) [2 pts] Montrer que Vn € N, Vf € E, ||TM(f) — an(f)Hoo <n||Tp(f) = To()ll o -

4) On considére f € E et p € L. On pose Va > 0, Vx € R, p,(t) = a p(at).

a) [1 pt] Soit x € R. Montrer que limg—, oo (f * pa)(x) = f(2).

b) [0.5 pt] Soit 7 > 0. Montrer que f‘t|>r pa(t) dt converge vers 0 lorsque a tend vers +oc.

c) [1.5 pt] (&) Montrer que (f * p,) converge uniformément vers f sur R lorsque a tend vers +oo.



’Exercice A. Loi faible et loi forte des grands nombres

Soit (X, )nen une suite de variables réelles indépendantes X, :  — R, et de méme loi que X.

1
On pose |V, = =1 X, |.
n

On suppose F(X) =0 et E(X*) < +o00, c’est-a-dire X d’espérance nulle et de moment d’ordre 4 fini.
1) [0.5 pt] Montrer que X est de variance finie. On pose K = E(X?) et L = E(X*?).

2) [1 pt] Loi faible des grands nombres

Montrer que pour tout € > 0, lim,,_, 1o P(|Y,| > ¢) = 0.

3) Loi forte des grands nombres

a) [1.5 pt] Déterminer le nombre N de quadruplets (4,7, k,1) € [1,n]* composés de deux paires distinctes de termes

égaux (comme par exemple (3,3,1,1) ou (1,3,3,1) ou encore (2,5,2,5)).

1
b) [1.5 pt] Exprimer E(Y,) a l'aide de K, L et n. On en déduit E(Y,}) = O <2> .
n

1

c) [1 pt] Soit € > 0. Montrer que P(|Y,| >¢) =0 <2> .
n

d) [1.5 pt] Soit € > 0. Montrer que presque sirement, |Y,(w)| < € a partir d’un certain rang.

e) Question supplémentaire. Montrer que lim,,_,;~ Y, (w) = 0 presque strement.

’Exercice B. Preuve de la propriété d’uniforme continuité‘

1) Soit f : [a,b] — R une fonction continue sur un segment [a, b].
Soit € > 0. On pose K = {(z,y) € [a,b)? | | f(z) — f(y)| > <}..
a) [1 pt] Montrer que K est une partie compacte (= fermée et bornée) de R2..
b) [1.5 pt] On considére 'application ¥ : [a,b]? = R (z,y) — |z —y|.
Montrer qu’il existe o > 0 tel que

V(z,y) € [a,0% Je —yl <a = |fz) - fly)l <e
¢) [1 pt] Montrer que pour tout € > 0, il existe une fonction en escalier ¢ telle que

Vo € [a,b], |f(z) (@) <e

2) Soit f: R — R une fonction continue vérifiant lim, o f(z) = lim,_,_o f(z) = 0. Soit € > 0.

a) [0.5 pt] Montrer qu’il existe b tel que V(x,y) € R%, (x > bet y > b) = |f(z) — f(y)| < e..



