Interrogation n°22 bis. Corrigé
Exercice A

1) u, est bien définie car degu(f) < deg f.

On a u(f)() = (a2 - 1)f" () + 4o f'(z) + 2/ (2).

On a u(f)(z*) = k(k — 1) (2% — 2%72) + 4ka® + 22% = (k? + 3k + 2)2F — k(k — 1)2F 2.

La matrice de u,, dans la base canonique (1, z,...,2™) est une matrice triangulaire supérieure dont les coefficients diagonaux
sont les A, = k? +3k+2=(k+ 1)(k+2), avec 0 < k < n.

Comme les \; sont distincts, u,, est diagonalisable, et les valeurs propres de u,, sont les A, avec 0 < k < n.

2) a) Supposons f(z) = Z:E) cpz™ de rayon de convergence R > 0.

On aVz €] — R, R, u(f)(z) = 52 (0> 4 3n + 2)cpz™ — S0 (n 4+ 1) (0 + 2)cpp0z™ 2.
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Donc u(f) = Af ssiVn €N, (n2+3n+2— Nen = (n+ 1)(n + 2)cnpo, ssi Vn € N, ¢ppa = CECES)
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b) Supposons ¢, # 0 pour tout n. On a alors : lim,,_, 4 7’*771 =22
Cn
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Donc les séries > copz?¥ et Y capy12 si elles ne sont pas polynomiales sont de rayon de convergence R = 1.

Si A= (n+1)(n+2), alors la solution Y, oo, ¢u—2k7" " 2* est polynomiale.
c) Par a), les solutions sur | — 1, 1] sont de la forme cop(x) + c19(x), avec ¢ et ¢ solutions non nulles respectivement paire
et impaire. donc F' = Vect(yp, 1) est un sev de C*°(] — 1, 1[,R) de dimension 2.

1 n
On a ¢pio = (1 +0 (2)> ¢p. La série Y In nt2 converge.
n

n

Donc (cor)ren et (cag+1)ken convergent vers des valeurs non nulles (si ¢g et ¢; non nuls).
Donc ¢ et ¥ divergent en 1 et —1. Comme elles sont respectivement paire et impaire, il en est de méme de toute combinaison
linéaire non nulle de ¢ et 1.

Donc si A n’est pas de la forme (n + 1)(n + 2), avec n € N, la seule solution sur [—1, 1] est la fonction nulle.

Exercice B
1) La fonction In est concave sur ]0, +oo[, car In” < 0.
1 1 1 1
Donc pour z et y > 0, In | —2P + —y9 | > —In(2P) + — In(y9) = In(xy).
b q p q
Comme exp est croissante, on obtient zy < —xP + —y?. L’inégalité est immédiate si z =0 ou y = 0.
p q
2) Si X et Y est presque strement nulle, il en est de méme de XY et on a E(XY) = 0.

Supposons donc que ce n’est pas le cas. Alors F(X?) > 0et E(Y?) > 0.
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Par linéarité et croissance de I’espérance, on obtient bien

Exercice C
1) Onay, = (v,X) =", v;X;, donc par linéarité, E(Y,) = 0.

i=1

Remarque : Autrement dit, par linéarité de la forme linéaire E, on a : E((v, X)) = (v, E(X)).

OIl a (YU)Q = Z:L:l Zl:1 ’UinXin, dOIlC E((YU)Q) = Z;L:I Z?:l UinE(Xin), et E(XZXJ) = COV(XZ',X]').



2) On a (v, Mv) =>"" S vv; Cov(X;, X;) = E((Y,)?) > 0, dou le résultat.

3) En décomposant v dans une base orthonormée de vecteurs propres, on a (cf Hausdorffien) :
max(Sp(M)) = sup, =1 (v, Mv), d’ott le résultat par 2).

4) On a par un calcul analogue E(Y,Y,,) =Y 1" > " vw, E(X;X;) = (v, Mw) .

Ainsi, E(Y,Y,,) = 0 lorsque (v, Mw) = 0.

Ce qui est réalisé si on choisit une BON (v1,...,v,) de vecteurs propres de M : (v;, Mv;) = X;0;;.
Exercice D. Minimisation de distance quadratique

1. a) Lorsque X décrit RP, AX décrit F' = Im A. Donc inf f est le carré de la distance de B a Im A.

Notons Y le projeté orthogonal de B sur Im A.

Alors f(Xp) =inf f ssi AXg =Y, et par définition de Im A, il existe un tel Xp.

La solution X est unique ssi A est injective, c’est-a-dire Ker A = {0}.

b) Soit X € RP. Alors f(X) =inf f ssi AXy =Y donc ssi VV € (Im A4), (V,B — AX) =0.

Comme Im A = {AZ, Z € RP}, on obtient la CNS : VV € (Im A), (AZ,B — AX) = 0.

Mais (AZ,Y — AX) = (Z,ATB — ATAX). D'oula CNS : VZ € RP, (Z, ATB — ATAX) = 0.

Ce qui équivaut & ATB — AT AX = 0, car le vecteur nul est le seul vecteur orthogonal & tout vecteur.

2. a) Premiére méthode : on calcule le gradient par les dérivées partielles selon les coordonnées de X :
n n 2 of n n

F(X) =30, (Zj:l iy — bz‘) ; donc 873-()() =2 i 2045 (Zj:l @ijTj — bz‘) :

On reconnait dans >, 2a;; (Z?Zl a;jxj — bi) le j-iéme coefficient de 2AT (AX — B).

Donc grad f(X) = 2AT(AX — B).

Seconde méthode : on commence par déterminer le développement limité & Iordre 1 :

Onpose Y = AX — B. On a f(X)=(Y,Y); ou (, ) désigne le produit scalaire canonique dans R".

Ona f(X +H)= (Y +AH,Y + AH) = f(X) + 2(AH, AY) + (AH, AH) .

On a donc | f(X + H) = f(X) + (H,2ATY) + (AH, AH) |

On en conclut que grad f(X) = 2ATY, c’est-a-dire grad f(X) = 2AT(AX — B).

b) Supposons que f admette un minimum en X. Comme RP? est ouvert, grad f(X) = 0.

Donc on a bien ATAX = ATB.
c¢) Résulte de la seconde preuve de a).
En effet, avec X tel que grad f(X) = 0, onaVH € RP, f(X+H)=f(X)+ (AH,AH) > f(X).

Exercice E. Décomposition de Cholesky et d’Iwasawa par les matrices de Givens

1) Le coefficient d’indice (1,2) de RpA est bcosf — dsin6.

Sid +# 0, on choisit § = arctan(%). Ainsi, tan(d) = 2, et becosf — dsinf = 0.
0

Sid =0, la matrice R,/ = (T‘%) convient.



2) Important : Multiplier par Gj j ¢ & gauche revient a opérer sur les lignes L; et L;, en les remplacant respectivement par
(cosO)L; — (sinf)L; et (sin@)L; + (cosd)L;.

On montre par récurrence sur 7 qu’il existe un produit de matrices de Givens R tel que sur les ¢ premiéres lignes de RA, les
coefficients situés & droite des coefficients diagonaux sont nuls.

La propriété est immédiate pour ¢ = 0. Supposons la propriété vraie au rang ¢ — 1, avec 1 <1 < n.

Ainsi, il ,existe R telle que RA = <%‘%>, ou L triangulaire inférieure et d’ordre (i — 1).

La matrice B est inversible.

On applique alors le méme principe qu’au 1) a) pour chaque j € {i+1,..,n}.

On obtient ainsi une nouvelle matrice R’ RA dont la i-iéme colonne vérifie les propriétés requises, car B est inversible. Par

récurrence, on en déduit que la propriété est vraie au rang n, c’est-a-dire RA triangulaire supérieure.

Remarque : 1l s’agit d’un principe analogue a celui utilisé dans la méthode du pivot de Gauss : en opérant sur les lignes
(c’est-a~dire en multipliant a gauche par des matrices élémentaires), on trasnforme toute matrice en une matrice angulaire

supérieure (cf résolution des systémes linéaires).

3) a) Les matrices de Givens sont des matrices de rotation (car diagonales par blocs avec un bloc égal a I,,_o et un bloc égal
a une matrice de rotation dans un plan). Un produit de matrices de rotation est a fortiori une matrice orthogonale U. Par
2) appliqué a P, il existe une matrice dont U € O,,(R) produit de matrices de rotations telle que UP = L.

Donc LTL = PTUTUP = PTP = S.

b) Par 2) appliqué a (AT)71, il existe U € O,(R) telle que U(AT)~! = L triangulaire inférieure inversible (car A et
U inversibles). Donc A = (UT)"Y(LT)~! = UT, avec T triangulaire supérieure inversible (car l'inverse d’une matrice

triangulaire supérieure inversible est triangulaire supérieure inversible).



