Interrogation n°22. Corrigé

Exercice A

1) a) L’inégalité est évidente en distinguant les cas |z| < 1 et |z| > 1.

X" est d’espérance finie donc Y- ayp |z,|P converge. Or, on a ay 20" < an + an [zn|? .
Par comparaison, 3. a, |2,|F converge, c’est-a-dire X* d’espérance finie.

b) "X est d’espérance finie car |eX ! <1

Par transfert, on a ¢y (t) = >0 a,, exp(itz,,). Posons g, (t) = a, exp(itsy,).

On a g, de classe C? et Vk € [1,p], g,(Lk) (t) = an iz, )P exp(itzy,).

On a

k
g8 (1)] < anlwal
- Les séries | gq(zk) convergent simplement sur R (en fait normalement).

- La série > 97(1;7 ) converge normalement sur R, car sup;cp

9P ) = an 2,

Donc ¢y est de classe C™, et on a ¢ (0) = S a, (iz, )P = i E(XP).

¢) Supposons X symétrique. Alors exp(itX) et exp(—itX) ont méme loi.

Donc a fortiori Vi € R, ’¢X (t) = px(—t) ‘,c’est—a—dire ¢y paire.

Par le théoréme du transfert, on a ¢x (t) =Y., . p P(X = z)e™™, ot E =Im X.

Donc ¢x(—t) = >  cp P(X = r)e M = m € R. Donc ¢x(t) € R.

Variante : 2¢ (t) = E(e™ 4 e~ %) = 2F(cos(tX)) € R,

2) a) On considére 'opérateur de dérivation D sur £ = C*°(R,C).

On note ¢y, : t — exp(iAgt). On a D(¢r) = i\

Ainsi, les ¢}, sont des valeurs propres de D associés & des valeurs propres distinctes.

Donc (¢, ..., ¢,) est libre. Or, ¢ =37 oy, = 0. Donc Vk € [1,n], oy, = 0.

Variante : On dérive n fois la relation Y ,_; .. ¥1(t) = 0, et on prend la valeur en ¢ = 0.

On obtient ainsi Vj € [0,n — 1], ZZZI(Ak)ia = 0. Il s’agit d’un systéme linéaire homogéne de Van der Monde,

inversible car les A, sont distincts. Donc les aj sont nuls.

b) Quitte a ajouter des valeurs, on prend X a valeurs dans {—xz, ..., —Z1, g, 1, ..., Tn }, avec g = 0.

Supposons Vi € R, ¢x(t) € R, c’est-a-dire ¢ (t) = ¢px (t).

OnaVteR, Y p_  ape™ =37 ape % ot ap = P(X = xy).

On a donc Zzz_n akeitmk = Zzz_n a_keitrk, donc ZZ:_n(ak _ a_k)eimk =0.
On déduit de 2) que Vk € [—n,n], ar — a_; = 0. Ainsi, X est symétrique.

¢) Supposons ¢ (t) € R.



Comme a,, = @y, alors a, = 5= 027r Px(t) et dt = &~ 027r by (t) e™ dt =a_,.

h2
3) a) On a ¢x(h) = dx(0) + hd/x (0) + - d% (0) + o (h?).
_AR2 2
OO0~ (0) + 0 (1), done limy gm0 (1) = ~6%(0)
i2hX :
b) On a pour tout h >0, f(h) = E (2_42;2> =F (sm(}f;X)Q> )

too  sin?(haxy)

D’ou,par calcul, f(h) =

Par transfert, on a donc f(h) = "% an 2
sin?(hay,) . :
c) Posons g, (h) = ay, —7r On a limp,—0 150 gn(h) = an(zn)?.
On va prouver que limy, 0450 f(h) = limp 0550 Y020 gn(h) = Y23 limp 0,450 gn(h).

On ne pas utiliser le th de la double limite : on a supj~o gn(h) = a,x2, mais on ne sait pas si . a,z2 converge,

car c’est justement ce que 'on veut prouver ...
En fait, on utilise la positivité des g, : on a ZQLO an®? = limp_0,p>0 27]:[:0 gn(h).

Comume 33" gn(h) < 32125 gn(h), alors limp 0,50 3p— gn(h) < limpops0 F(h) = —dx(0).
Donc ZTJLO anz? < —¢(0). Par le th de la limite monotone, ¥ a,22 < +o00, donc X2 d’espérance finie.
Exercice B

of of
8$]( ) a:l,’k
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1) Les colonnes de J;(X) forment une BON, donc V(j, k), < — (X )) = J;; constantes.

Donc les dérivées partielles sont nulles.

On obtient ainsi V&, ( D00,

(X
0%f 0*f | of
2) Ona <833i(9xj 3:17k> <85L‘j 8:@83%) B (axk&rj | ami) T

Donc< 't x) | 2L x )) = 0.

8$i8$j szk
0% f of :
(X) est orthogonal aux vecteurs ——(X) qui forment une BON de R".
ac,-é?wj Oxy,

3) Le vecteur

2

G:Ui@:z;j

Donc (X) est orthogonal & tout vecteur (par linéarité), donc est nul.

0

4) Donc les (‘3f sont constantes, donc la jacobienne de f est constante et on a Jp(X) = A € O,(R).
Lj

Alors X +—— f(X) — AX est de jacobienne nulle, donc est constante. Donc f(X) = AX + B.

Réciproquement, si f(X) = AX + B, ou A € O,(R), on a immédiatement VX, J¢(X) = A € O,(R).
Exercice C

1) Tout endomorphisme admet au moins un valeur propre (car E est un C-ev et dim E' > 1).
donc Sp(u) est non vide et fini (de cardinal < n) donc u admet une valeur propre de partie réelle maximale.
2) On a [u,w] = —2w, donc v o w(zk) = —2w(xy) + w(u(xy)), c’est-a-dire u(zrg+1) = —2zK11 + wu(zy)).

On montre par récurrence sur k que u(xg) = (A — 2k)xy. La propriété est vraie pour k = 0 car u(xg) = Azo.



Si elle est vraie au rang k, alors u(xg11) = —2xk41 + w((A — 2k)zg) = (A — 2k — 2)xky1. D'ou le résultat.

—

3) u(v(zg)) = (A + 2)v(xg). Par définition de A\, A + 2 n’est pas valeur propre, donc v(zg) = 0.

4) On a v(xp41) = w(v(zk)) + u(xg). On montre v(xg) = k(A + 1 — k)xp_1 par récurrence sur k € [1,n].
La propriété est vraie pour k = 0, en posant x_1 = 0. Supposons la vraie an rang k € [0,n — 1].

v(zpa1) = wo(zg)) +ulzy) = kA + 1= k) + (A —2k)x, = (K + DA+ (k — k2 — 2k) = (k+ 1)(A — k)xp,.
5) Posons p = max{p € N* | (zg, 21, ...,xp—1)} est libre. Comme xy # 0 et (xo, 1, ..., Tp) liée, p existe.

F = Vect(zg, 1, ..., xp—1) est stable par w, car Vk < p, w(zk_1) =z € F.

Par 2) et 4), F est stable par u et v. Comme (u,v,w) est irréductible, , c’est-a-dire p = n.

Les zy, avec 0 < k < n, sont des vecteurs propres de u associés & des valeurs propres distinctes.

Donc u est diagonalisable et par 2), on a zj = 0 pour tout k > n. En particulier, x,, = 0.
6) z,_1 est non nul et z, = 0, donc la relation v(zp) =n(A+1—n)x,—; implique A =n — 1.

7) Soit F' un sev non nul de E stable par u, v et w. On veut montrer que F' = E.

L’idée est de commencer par montrer que nécessairement |xg € F'|.

Considérons y € F non nul. Il existe un plus grand entier p tel que vP(y) # 0.
. k i
En effet, v est nilpotent (car V&, v () = 0), donc v*(y) = 0 pour k assez grand.

De plus, comme les p;, ne sont pas nuls, alors Kerv = Cxyg.

Comme vPH(y) = ﬁ., alors vP(y) € Kerv, donc Cxy = CovP(y), et ainsi zg € F (car F' stable par v).

Comme zj, = w¥(x), alors Vk € {0,1,....,n — 1}, 2, € F (car F stable par w). Donc F = E.



