Interrogation n°20 bis. Corrigé

Exercice A

1) P(A)— P(B) =FE(1a) — E(1p) = E(14 — 1B). Or, |14 — 1| = 145 + 145

Donc |P(A) — P(B)| = |E(14 — 1B)| < E(|14 — 15]) = P(AN B) + P(AN B).

2) Ona Vvt € [-1,1], |Gx(t) = Gy ()| < 1% |P(X =n) — P(Y =n)|.

Par a), |[P(X =n)—P(Y =n)| < P(X =n,Y #n)+ P(X #n,Y =n).

Or, par g-additivité, > 7% P(X =n,Y #n) = P(X #Y) et de méme >/ P(X #n,Y = n).
Donc on obtient bien V¢ € [—1,1], |Gx(t) — Gy (t)] <2P(X #Y).

3) Z, est une v.a. positive et entiére. Donc P(Z,, # 0) = P(Z, > 1) < E(Z,) par Markov.

1) (Xo £ X) = Upon(Z5 £ 0), donc P(X, £ X) < S5 P(Z; £0) < $1% B(Z;) par 1),
limy,— 4 00 ;;Ofl E(Z;) = 0 (reste d’une série cv), donc limy, oo P(X,, # X) =0 et lim, 1o P(X,, = X) = 1.

La suite des événéments (X,, = X) est croissante et (X < +00) =, .n(Xn = X).

neN

Par continuité croissante, on a donc P(X < 400) = limy,—,400 P(X, = X) = 1.
5) Par la propriété admise, on a sup;c;_1 1 |Gx,, (t) — Gx(t)| < 2P(X,, # X) — 0 lorsque n — +o0.
Donc la suite de fonctions (Gx,, Jnen converge uniformément vers Gy sur [—1,1].

6) Par le cours et indépendance des Z;, X, suit une loi de Poisson de parameétre y,, = Z?:o Aj.

Donc Vt € [-1,1], Gx, (t) = exp((t — 1)p,,)-

Par convergence simple (car uniforme), on a Vt € [—1,1], Gx(t) = exp((t — 1)), car p = limy,— 4o fiy,-
Comme une série entiére admet un unique DSE, alors X suit la loi de Poisson de paramétre p.

7)a) On a |1y, >k — Lxsk| < 1x,2x, car si X, (w) = X (w), alors a fortiori (X, (w) > k) ssi (X(w) > k).
Donc |P(X, > k) — P(X > k)| = |[E(1x,>r — Lx>k)| < E(|1x,>k — Lxsk|) < E(lx,2x) = P(X, # X).
b) Soit K € N. On a Y 4 g P(X, > k) < 312 P(X, > k) = BE(X,) = 30 E(Z;)).

Par a), Vk, lim,— 400 P(X, > k) = P(X > k), donc lim,, 400 S g P(Xn > k) = S5y P(X > k).
D’ou le résultat par passage a la limite des inégalités larges.

c) Par b), la série ), .y P(X,, > k) converge, donc X est d’espérance finie et E(X) < Zj:o(f E(Z;).
L’inégalité réciproque provient du passage a la limite de > °7_( E(Z;) = E(X,) < E(X), car X, < X.
Exercice B

On pose zg =0 et x, 41 = F00.

1) On aVk € [1,n+ 1], Vt €]z_1, 2k, P(X >t) = Z?:k P(X = z;), qu'on note R;. On a R,411 = 0.
Donc f0+oo ptPIP(X >t) dt=>"}1_, ;:_1 ptP T R, = Y0 (aF — 2t )Ry

On conclut par une transformée d’Abel :
Zii (af —af )Rk = xh Ry, — ZZ;& TR Rp1 =Y p_q Th(Rp — Riq1) car 29 =0 et Ryqq = 0.

On obtient donc bien f0+°° ptPIP(X > t) dt = p_, 2V P(X = z3) = E(XP).



2) Par 1), on a B(X29) < 2aq [;7 129~ exp(—bt?) dt.
On affectue le changement de variable ¢ = \/u, valide car u — \/u est une bijection C! de R sur R*.

1
On obtient f0+oo 29~ exp(—bt?) dt. = 3 f0+°o ul™! exp(—bu) du. Avec le changement de variable affine v = bu (on

ba

1 — 1!
a ici b > 0), on obtient : f0+°° wi~texp(—bu) du = b T 171 exp(—v) dv = (¢—1)
1)!

1 - !
On obtient donc F(X?27) < 2aq x 3 X (g 7 ) = qua.




