
Interrogation no20 bis. Corrigé

Exercice A

1) P (A)� P (B) = E(1A)� E(1B) = E(1A � 1B): Or, j1A � 1Bj = 1A\B + 1A\B:

Donc jP (A)� P (B)j = jE(1A � 1B)j � E(j1A � 1Bj) = P (A \B) + P (A \B):

2) On a 8t 2 [�1; 1], jGX(t)�GY (t)j �
P+1
n=0 jP (X = n)� P (Y = n)j.

Par a), jP (X = n)� P (Y = n)j � P (X = n; Y 6= n) + P (X 6= n; Y = n):

Or, par �-additivité,
P+1
n=0 P (X = n; Y 6= n) = P (X 6= Y ) et de même

P+1
n=0 P (X 6= n; Y = n):

Donc on obtient bien 8t 2 [�1; 1], jGX(t)�GY (t)j � 2P (X 6= Y ).

3) Zn est une v.a. positive et entière. Donc P (Zn 6= 0) = P (Zn � 1) � E(Zn) par Markov.

4) (Xn 6= X) =
S
j�n(Zj 6= 0), donc P (Xn 6= X) �

P+1
j=n P (Zj 6= 0) �

P+1
j=nE(Zj) par 1).

limn!+1
P+1
j=nE(Zj) = 0 (reste d�une série cv), donc limn!+1 P (Xn 6= X) = 0 et limn!+1 P (Xn = X) = 1:

La suite des événéments (Xn = X) est croissante et (X < +1) =
S
n2N(Xn = X):

Par continuité croissante, on a donc P (X < +1) = limn!+1 P (Xn = X) = 1:

5) Par la propriété admise, on a supt2[�1;1] jGXn(t)�GX(t)j � 2P (Xn 6= X)! 0 lorsque n! +1:

Donc la suite de fonctions (GXn)n2N converge uniformément vers GX sur [�1; 1]:

6) Par le cours et indépendance des Zj , Xn suit une loi de Poisson de paramètre �n =
Pn
j=0 �j :

Donc 8t 2 [�1; 1], GXn(t) = exp((t� 1)�n):

Par convergence simple (car uniforme), on a 8t 2 [�1; 1], GX(t) = exp((t� 1)�), car � = limn!+1 �n:

Comme une série entière admet un unique DSE, alors X suit la loi de Poisson de paramètre �:

7) a) On a j1Xn>k � 1X>kj � 1Xn 6=X , car si Xn(!) = X(!), alors a fortiori (Xn(!) > k) ssi (X(!) > k):

Donc jP (Xn > k)� P (X > k)j = jE(1Xn>k � 1X>k)j � E(j1Xn>k � 1X>kj) � E(1Xn 6=X) = P (Xn 6= X):

b) Soit K 2 N. On a
PK
k=0 P (Xn > k) �

P+1
k=0 P (Xn > k) = E(Xn) =

Pn
j=0E(Zj):

Par a), 8k, limn!+1 P (Xn > k) = P (X > k), donc limn!+1
PK
k=0 P (Xn > k) =

PK
k=0 P (X > k):

D�où le résultat par passage à la limite des inégalités larges.

c) Par b), la série
P
k2N P (Xn > k) converge, donc X est d�espérance �nie et E(X) �

P+1
j=1 E(Zj):

L�inégalité réciproque provient du passage à la limite de
Pn
j=0E(Zj) = E(Xn) � E(X), car Xn � X:

Exercice B

On pose x0 = 0 et xn+1 = +1.

1) On a 8k 2 [[1; n+ 1]], 8t 2]xk�1; xk[, P (X > t) =
Pn
j=k P (X = xj), qu�on note Rk: On a Rn+1 = 0:

Donc
R +1
0 ptp�1P (X > t) dt =

Pn
k=1

R xk
xk�1

ptp�1Rk =
Pn
k=1(x

p
k � x

p
k�1)Rk:

On conclut par une transformée d�Abel :Pn+1
k=1(x

p
k � x

p
k�1)Rk =

Pn
k=1 x

p
kRk �

Pn�1
k=0 x

p
kRk+1 =

Pn
k=1 x

p
k(Rk �Rk+1) car x0 = 0 et Rn+1 = 0:

On obtient donc bien
R +1
0 ptp�1P (X > t) dt =

Pn
k=1 x

p
kP (X = xk) = E(X

p):



2) Par 1), on a E(X2q) � 2aq
R +1
0 t2q�1 exp(�bt2) dt:

On a¤ectue le changement de variable t =
p
u, valide car u 7�!

p
u est une bijection C1 de R�+ sur R�+:

On obtient
R +1
0 t2q�1 exp(�bt2) dt: = 1

2

R +1
0 uq�1 exp(�bu) du: Avec le changement de variable a¢ ne v = bu (on

a ici b > 0), on obtient :
R +1
0 uq�1 exp(�bu) du = 1

bq
R +1
0 vq�1 exp(�v) dv = (q � 1)!

bq
:

On obtient donc E(X2q) � 2aq � 1
2
� (q � 1)!

bq
=
q! a

bq
.


