Interrogation n°20. Corrigé
Exercice A

e Incost

1) a) L’application ¢ — (cost)” = est continue sur ]0, §] et tend vers 0 lorsque ¢ — 0.
D’ou lexistence de F'(xz) comme intégrale d’une fonction continue sur un segment.

On effectue le changement de variable ¢ = ¢(u), avec cp u s arccos u bijection C! de [0, 1] sur ]0, Z)
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b) Posons Vu €0, 1], f(u,x .On a:
) 0,11 Flu,0) = = = T
Pour tout u, Papplication x — f(u,x) est de classe C* sur [0, o0l et 8L(u T) = (nw)u
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- Les applications u — ——(u, ) = ———= sont intégrables sur |0, 1[.
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(Inw)"u” < 1 ) (Inw)"u” ( 1 )
En effet, —2— =0 —= ]| enu=0" et —— =0 enu = 1.
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a" Inu)”
- Pour tout z € [0, 00, ! (Inw) = p,(u) et p,, sont intégrables sur ]0, 1.

W(u’x)' < \/1?
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Donc F est C* sur [0, 4-o00[, et F(™ (I w)hu” /2

fo du = (Incost)" dt, avec u = cost.
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2) Avecu—l—; ona F(x *ffo ( —$> 2t/ — 12/22)1/2 \ff ) dt.
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- Pour tout = > 0, |g(¢, z)]
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= p(t), avec ¢ intégrable sur |0, 4o0|.

t t
(Remarque : l'inégalité résulte de V¢ < z, xln (1 — > <—tetde2——2>1).
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Par cv dominée, lim, . o [;*° dt= S dt=—T (=) = /= Donc F(z) ~ja0 | o=
ar cv dominée, lim, 4o [ g(t, ) NeT NG <2> \/g onc F(z) ~4 o
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3) F(z+2) = {—u””*‘lx/l —u2]0+ (2+1) o =g du= (2 +1) (F(a) = F(z +2)).
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Donc F(x +2) = iizF(x) Donc F(z +2n) = F(z) [[5_; (%ﬁ)
2k —1 1
Par 2), on a F(x 4 2n) ~400 ,/%, on conclut que [[;_, <m1—+2k ) ~ F () %
4) a) - On obtient fol(lnu)” du = (— f+oo ne~t dt = (—1)"n!, avec u = e .

Comme v —— (Inu)™ est de signe constant, fo Inwu|" du = n!

Remarque : On peut aussi calculer fol Inu)™ du par IPP.
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- D’autre part, [; du = [arcsin u]g T2,
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b) On coupe l'intégrale en deux : sur chaque partie, I'une des fonctions est bornée et ’autre intégrable :

1 |lnu\ 1 |Inul|" (In2)"
OnaVvVu< -, <\f1nu et Yu > —, < .
2" V1-— (| )| 27 V1i—u? T V1-a?
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Donc F™(0) < \f|lnu| ﬁ =0(n!)+0(1) = O(n!).
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¢) On a = =30 wn(u), avec wy,(u) =

V1—u?2  V1-—u?

(Inw)™z™

V1 —u2




On a fo lwn (u)] du = O(z™) lorsque n — 400 par b).

On en déduit que pour |z| < 1, Y729 0 *Jwn(u)| du converge.

P oo oo (Imu)™
Par le théoreme ITT, on a pour |z| < 1, F(z) = Y %) a,z™ oi ap = [, 2 du

Remarque : La majoration de F(") (0) en tant que telle ne permet pas de prouver que f est DSE.

Exercice B

1) Par I'IAF (inégalité des accroissements finis), Vo € [0,1], |f(z) — f(a1)| < |z — a1] || /']
Comme z et a1 € [0,1]., alors | f(z) — f(a1)| < |||l done |f(z)| < || fllo + | f(a1)].

Donc C; = 1 convient.
Variante : On peut aussi utiliser f(z) = f(a1) + f;l f'(t) dt, d’ou on déduit |f(z)| < ||f' |l + |f(a1)].
flaz) — f(a1)

2) a) Par le TAF, il existe y €]aq, as[ tel que
az — ay

= f'().
Par le raisonnement du a) appliqué a f’, on a bien |f'(z) — f'(v)| < ||l

ag — aq

Done ||l < 1"l + K |f(a)] + K [f(az)], ot K =

b) Il résulte de a) que |f'(z)] < || f"]l +

1
a2 — a1|’
Il résulte de a) que Cy + 1+ K et Cy = K conviennent.
3) a) u est linéaire, injectif (car tout polynoéme non nul de R,_1[X] admet au plus (p — 1) racines) et donc bijectif
par dimension (car dim R,_;[X] = dim RP).
On prend Ly = u~Y(E}y), ou (E, ..., E,) base canonique de RP.
Avec P(z) = Y7_, f(ax)Li(z), on a par linéarité u(P) = ¥ _; f(ar)Ey, c'est-a-dire P(ax) = f(aj) pour tout k.
b) Posons g = f — P. La fonction g est de classe C* et s’annule en les p points ay, ..., ap.
On montre par récurrence sur k que g(k) admet au moins (p — k) zéros : pour k < p, on prouve la propriété pour
g(kH) en appliquant le lemme de Rolle sur chaque intervalle défini par les (p — k) zéros de g(k) classés par ordre

croissant (de sorte a obtenir (p — k — 1) zéros distincts.

c¢) Il résulte de 1) que si h € E s’annule (au moins une fois) alors ||| < |M |l

On applique cette propriété a tous les g¥) = f(*k) — ) qui par b), admettent au moins un zéro (pour k < p).

4) Avec les notations de 3), on a, [|g||.o < Il < - < Hg(p)Hoo, oung=f—P.
Comme P®) =0, alors || f — Pl < Hf(p)Hoo

On a P(z) =Y 7_, f(ag)Lg(z), on Ly polynéme de Lagrange.

Done [[f]/« Hf(p oo + 2h1 Ok 1f(ar)], 0t Cp = || Ll o

5) a) On sait qu'il existe C; et Cy indépendants de n tels que || fnlloo < 17 ]lo + C1 12 (0)] +C1 | fn(1)].

Par comparaison, la série ) || an converge normalement, donc ) f,, converge.

Bt on o par 1), 72(0)] < 1720 + | P20 =30 < 152l + 0]+ 11,0, done 5 1 converge

Par le cours, on en déduit que Y f,, est de classe C2.

b) o est une bijection affine de [0, 1] sur [a,b]. On a ¢’ constante de valeur (b — a).

Les fonctions gy, sont de classe C'*° sur [0, 1], et on a supg 11 [gn| = sup g [ fnl -

D’autre part, on a g, = (b— a)?f;/, donc supp 1) gy = (b — @) supiy p) | ful -



Il en résulte que les séries Y ||gi]| et > |9n(0)] et > |gn(1)| convergent. Par a), >_ g, est de classe C2.

1

Comme f, = gpoo L, alors (37 £,) = (372 gn) 0 0! existe et est aussi de classe C2.
g n=0 n=09



