Interrogation n°20. Baréme sur 25 pts

’Exercice A. Intégrales de Wallis & parameétre continu‘

1) On consideére Vo > 0, F(z) = fﬁ/z(cos t)* dt.

a) [1 pt] Montrer que F'(x) est bien définie et que Vx > 0, F(z
e
(Inw)™
b) [2 pts] Montrer que F est C™ sur [0, +o0[, et que F(™(0) = /2 (Incost)"”
I -,
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2) [2.5 pts] On donne I' <2> = /7.
En utilisant v =1 — E montrer que F(z f+°° e = /X lorsque z — +00
- x’ 4 \/Qz 2x 4 )
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3) a) [1.5 pt] Montrer que Vz > 0, F(z + 2) = n 2F(a:)
x
b) [1 pt] Soit > 0. Montrer que lorsque n — +oo, [[7_; [ 1 L L T
. — -~ /.
P - d d P L ik=L x + 2k 2F(z) \| n
1
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4) a) [1 pt] Calculer les intégrales [, [Inu|" du et [; N du

b) [1.5 pt] En déduire que F™(0) = O(n!) lorsque n — 4oc0.

c) [1.5 pt] Montrer que F' est DSE en 0.

(début du sujet Centrale MP 2022)

On note E I'ev des fonctions de classe C° définies sur [0,1]. Pour g € E, on pose ||g||,, = supj 1|9 -

1) [1.5 pt] Soit a; € [0, 1]. Montrer qu’il existe C; € R (indépendante de f) telle que

ViEE, |fllo<|f.+Crlfla)

2) a) [1.5 p] Soient a; et az € [0, 1] distincts. Montrer que

f/(.’L')— as — ay < Hf”Hoo

b) [1.5 pt] En déduire qu'’il existe Cy et Cy € R telles que
VFEE, |fle <|f"|lo+Cr If(a)l+Co |f(a2)|

3) Soient p > 1, et p réels distincts ay, ..., a, appartenant a [0, 1]. Soit f € E.
a) [2 pts] Justifier que l'application v : R,_1[X] — RP Q — (Q(ax))1<k<p est bijective.

En déduire qu'’il existe Ly, ... , Ly, € Ry_1[X] tels que pour f € E, le polynome P(X) = >¥_, f(ag)Lg(X) vérifie

Vk e [1,p], Plag)= f(ax)



b) [1 pt] Montrer que pour tout k € [0,p — 1], la fonction f*) — P(*) admet au moins (p — k) zéros.

Remarque : On ne demande pas de détailler la preuve de toutes les propriétés utilisées.

c¢) [1.5 pt] En déduire que pour tout k € [0,p — 1],

F® — PE| < || - pE|

4) [2 pts] Soient p > 1, et p réels distincts ay, ..., ap appartenant a [0, 1].

Montrer qu’il existe des réels C1, ..., C), tels que

VfeB  fle< £ _+ S Ifan)
k=1

5) Soit Y f, une série de fonctions de classe C*° définies sur [a, b], avec a < b. On suppose que
- la série de fonctions féz) converge normalement sur [a, b]
- les deux séries > fn(a) et > fn(b) convergent absolument.
a) [1 pt] Dans le cas ol [a,b] = [0, 1], montrer que >3 f,, existe et est de classe C2 sur [0, 1].

b) [1 pt] Traiter le cas général, en considérant g, = f, oo, ot o(t) = a + t(b — a).



