Interrogation n°19. Corrigé

Exercice A

1 1 dt
1) La fonction t — T décroit done ) -4 —on de méme nature que fjoo el Inlnt]"> = +oo.
| 1 2 1
2) On a limy,— 400 Intl _ limy, 400 nnt1) n+2 _ —, donc par d’Alembert, la série converge.

an, Inn 2n+2 2

1 1
, donc a,, = <2> .
n

3) On a (—1)"a, = n® (<1 + i)a - 1> — (—1)mpe <Z +0 <;2>> _ “il_lin e, ot en = O <n21a) .

On a2 —a>1, donc ) &, est absolument convergente.

Autre méthode : On a en fait a,, = (Inn) x r

a(—=1)"

nlfa

converge (par le CSSA).

nlfa

Onal—a>0,donc < > décroit vers 0,et ainsi )
neN*

Donc ), ~,(—1)"a, converge comme somme de deux séries convergentes.

1 1
Autre méthode : [ :t— (t+ 1)* —t* décroit sur |0, +oo], car f'(t) = « ((t e tla) < 0.
Or, on a a, = f(n). Donc (a,)nen décroissante.

D’autre part, (an)nen tend vers 0 (car v < 1). Par le CSSA, 3~ -, (—1)"a, converge.

4) On a (an+1 — an)byp, = O(|an+1 — an|). Comme (ay)nen décroissante positive, alors (a,)nen converge.

De plus, |ant1 — an| = ap — apt1. Donc Y |an+1 — ap| converge. Par comparaison, Y (ap4+1 — an)b, converge.

Exercice B

tz—l z—1
1) - 7 ™o t*=2 intégrable sur ]0,1] car x — 2 > —1 et
e p—

1
S 0 400 <t2> intégrable sur [1, +o0].

Donc J(z) existe pour tout z > 1.

z—1
2) Posons f(t,z) = — T On a:
e J—
o" Int)"¢"
- Pour tout t > 0, x — f(t,:cn) est de classe C*° et a—xi(t,m) = (net)—l'
- Pour tout > 0, les t — W(t’ x) sont continues (par morceaux) sur |0, +o00].
x
[In¢™ o=t
anf T sit 6]0, 1]
- Pour tout n € N*, pour tout = € [a,b] C]1,+o0], arn(t,ﬂs)‘ <, (t) = A

On choisit ¢ de sorte que —1 < c < a — 2.

Onagp,(t)=0({t)ent=0et p,(t) =0 100 <1

t2> . Donc ¢,, est intégrable.

Donc J est de classe C°.

7 t et + 1,—nt
- o0 — —
3)Onth>0,€t_1:e et_lzznzltx 16”. P
On a f0+°° ‘tmflefnt} dt = 0+oo txfl efmﬁ dt = ﬁ fo—i-oo uxilefu du — T(Lf) .
2 r
La série :;) converge car x > 1. Par le th ITT, on a donc J(z) = xz‘i nf(ﬂ =T(z)¢().



Exercice C

1) a) Hypothése de domination : il existe (a,)nen de réels positifs et un entier pg tels que
Vp>po,¥neN, |any <o et Z Qy, converge

b) Hypothése de convergence normale : > 129 SUPpen |@n,p| < +00.
On peut se limiter aux valeurs de p assez grandes : pour p > po, > pog SUPyp, [anp| < +00.

c) Les conditions du a) et du b) sont équivalentes, car on peut se ramener au cas ol oy, = SUPy>p [Gnpl -

2) a) Par l'inégalité de la moyenne, on a |a,| < ]W;T(Lf)
b) Soient n € N et r > 0. On note C, le cercle de centre 0 et de rayon r. En particulier, C,. est un compact.
Par hypotheése, la suite (fx)ken converge uniformément sur C,. vers f.
Posons o (t) = fr(re®) e” et p(t) = f(re®) e, Les ¢}, sont continues (cv normale d’une série de fonctions
continues) et (¢, )ken converge uniformément vers ¢ sur [0, 27].
Donc ¢ est continue et limg_, 4 o fo% o (t) dt = OQF o(t) dt.
kg 1

) ; 1 ; ;
Donc limy_, 4o alf) = — 027r f(re®t) e dt. On pose donc a,, = — 027: f(ret) e~ dt.
2m 2m

Remarque : On peut aussi utiliser le th de cv dominée : |¢,(¢)| < ¥(t) = 1 + |¢(t)| pour k assez grand.
¢) On fixe z € C. On choisit > |z|. Posons Vn € N, Vk € N, wi(n) = al) 2m et w(n) = apz".
On a fir(2) = Y 2 wi(n) et f(2) = 320 w(n). Par b), on a ¥n € N, limg_ 4o wi(n) = w(n).

De plus, on a Vk € N, |wg(n)| < <|i’> M, (fr)-

Comme (fx)ken converge uniformément vers f sur Cy, alors limy_, oo M, (fi) = M, (f).

Doonc (M, (fx))gen est bornée par un réel m. Dot VE € N, |wy(n)| < m <Z|> .

.
2]

n
Comme ) nm () converge, alors par cv dominée (cf 1)), limg_, o0 > 20 wi(n) = 2129
r

Dot f(2) = limy_ 400 fi(2) = 312 a,2™, et ainsi f est DSE sur C.

Exercice B

1) OnaV(X,Y) €RP, (VX |Y) = (X | VTY).

Supposons Y € Ker(V7T). On a donc VX € R?, (VX |Y) =0, donc Y € (ImV)*. Ainsi, (ImV)* C Ker(VT).
Or, par le th du rang, dim Ker(VT) = p —rg(V7T) = p — rg(V) = dim((Im V)1).

Par inclusion et par égalité des dimensions, on a donc (Im V)+ = Ker(V7).

2) On a rg(VVT) =rg(I,) = q, donc rgV > ¢, et ainsi p > q.

On sait que (Im V) @+ (Im V)T = R9.

SiY=VXeImV,onaPY =V(VTX)=0,car Ker(V') = (ImV)*+. Si Y € (ImV)*, alors V(VTX) = 0.



Donc P = VV7T est la matrice de la projection orthogonale sur Im V.

Autre preuve (conseillée) : Comme VVT = [, alors (Vi,..., V) est une base orthonormée de Im V.

Donc VX € RY, PX =31 V;V'X =31 (V; | X)Vj projeté orthogonal de X sur Tm V.

X VX+Y =0
3) Soit <) € Ker M, c’est-a-dire
Y Wy =0

On a alors W7 (=V X) =0, donc X =0 (car WV inversible). Donc Y = —-WV = 0.
On en déduit que Ker M = {0}, et comme M est une matrice carrée, M est inversible.
4) On a WTV € GLy(K), donc Ker (WTV) = {0}, et ainsi Im V N Ker(W7) = {0}.
On a aussi rg(W7) > rg(W?V) = ¢q. Comme rg(W7) < min(p, q), alors rg(W7) =

Donc dim Ker(W?T) = p — ¢ par le th du rang. Par dimension Im V @ Ker(W7T) = RP.

5) Soit Z=VX+Y emV ®Ker(W')=RP. OnaPZ=(V |0, )M
X’ _ AX+Y VX' +Y' =VX+Y
Posons < V7 ) =M <O> On a donc { WTY' = 0 = WTY
VX'=X)=-(Y"-Y)
WWW 0

Y) =
o VX+Y X
-1
Ainsi, M (Oq >(Y ) et PZ=VX.

On obtient donc { ,doncY =Y =0et X' =X =0 (cf3)).

Donc P est la projection sur (Im V') parallélement a (Im W)L,

Exercice E

1) A est non vide car lim;—,_o, P(X >t) =1 (par continuité croissante).

A est majoré car limy_, 1o, P(X >t) =0 (par continuité croissante). Il existe donc m = sup A.

- On am = limy, 4o ty, avec t, € A et on peut choisir (¢, ),en croissante.

Donc par continuité décroissante, P(X > m) = lim,, 400 P(X > t,) > =

-Pourt >m,ona P(X >t) < %, donc par continuité décroissante P(X < m) = lim,, 1o P (X <m+ i) > %
2) Sim > p, (X > m) implique (|X — pu| > |m — pl), donc P (| X — p| > [m — p|) > P(X > m).

Sim < p, (X < m) implique (|X — p| > [m — pf), donc P (|X — p| > |m — pl) > P(X < m).

1
Dans tous les cas, on a donc P (|X — pu| > |m — p|) > 3

V(X
Or, par I'inégalité de Bienaymeé-Tchevychev, on a P(| X — u| > |m — pf) < (())2
m— p

Donc V(X) > =(m — p)?, cest-a-dire |m — p| < v20(X).
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