
Interrogation no19. Corrigé

Exercice A

1) La fonction t 7�! 1

t ln t
décroît donc

P
n�1

1

n lnn
de même nature que

R +1
e

dt

t ln t
= [ln ln t]+1e = +1:

2) On a limn!+1
an+1
an

= limn!+1
ln(n+ 1)

lnn

n+ 2

2n+ 2
=
1

2
, donc par d�Alembert, la série converge.

Autre méthode : On a en fait an = (lnn)�
n+ 1

2n
, donc an = O

�
1

n2

�
:

3) On a (�1)nan = n�
��
1 +

1

n

��
� 1
�
= (�1)nn�

�
�

n
+O

�
1

n2

��
=
�(�1)n
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+ "n, où "n = O

�
1

n2��

�
:

On a 2� � > 1, donc
P
"n est absolument convergente.

On a 1� � > 0, donc
�

1

n1��

�
n2N�

décroît vers 0,et ainsi
P �(�1)n

n1��
converge (par le CSSA).

Donc
P
n�1(�1)nan converge comme somme de deux séries convergentes.

Autre méthode : f : t 7�! (t+ 1)� � t� décroît sur ]0;+1[, car f 0(t) = �

�
1

(t+ 1)1��
� 1

t1��

�
< 0:

Or, on a an = f(n): Donc (an)n2N décroissante.

D�autre part, (an)n2N tend vers 0 (car � < 1). Par le CSSA,
P
n�1(�1)nan converge.

4) On a (an+1 � an)bn = O(jan+1 � anj). Comme (an)n2N décroissante positive, alors (an)n2N converge.

De plus, jan+1 � anj = an � an+1. Donc
P
jan+1 � anj converge. Par comparaison,

P
(an+1 � an)bn converge.

Exercice B

1)
tx�1

et � 1 �0 t
x�2 intégrable sur ]0; 1] car x� 2 > �1 et tx�1

et � 1 = O +1

�
1

t2

�
intégrable sur [1;+1[.

Donc J(x) existe pour tout x > 1.

2) Posons f(t; x) =
tx�1

et � 1 . On a :

- Pour tout t > 0, x 7�! f(t; x) est de classe C1 et
@nf

@xn
(t; x) =

(ln t)ntx�1

et � 1 :

- Pour tout x > 0, les t 7�! @nf

@xn
(t; x) sont continues (par morceaux) sur ]0;+1[.

- Pour tout n 2 N�, pour tout x 2 [a; b] �]1;+1[,
����@nf@xn

(t; x)

���� � 'n(t) =

8>><>>:
jln tjn ta�1

et � 1 si t 2]0; 1]

jln tjn tb�1

et � 1 si t � 1

On choisit c de sorte que �1 < c < a� 2:

On a 'n(t) = O (tc) en t = 0 et 'n(t) = O +1

�
1

t2

�
: Donc 'n est intégrable.

Donc J est de classe C1:

3) On a 8t > 0, tx�1

et � 1 = e�t
tx�1

et � 1 =
P+1
n=1 t

x�1e�nt:

On a
R +1
0

��tx�1e�nt�� dt = R +10 tx�1 e�nt dt =
1

nx
R +1
0 ux�1e�u du =

�(x)

nx
:

La série
P �(x)

nx
converge car x > 1: Par le th ITT, on a donc J(x) =

P+1
n=1

�(x)

nx+1
= �(x)�(x):



Exercice C

1) a) Hypothèse de domination : il existe (�n)n2N de réels positifs et un entier p0 tels que

8p � p0 , 8n 2 N, jan;pj � �n et
X

�n converge

b) Hypothèse de convergence normale :
P+1
n=0 supp2N jan;pj < +1.

On peut se limiter aux valeurs de p assez grandes : pour p � p0,
P+1
n=0 supp�p0 jan;pj < +1:

c) Les conditions du a) et du b) sont équivalentes, car on peut se ramener au cas où �n = supp�p0 jan;pj :

2) a) Par l�inégalité de la moyenne, on a janj �
Mr(f)

rn
:

b) Soient n 2 N et r > 0. On note Cr le cercle de centre 0 et de rayon r. En particulier, Cr est un compact.

Par hypothèse, la suite (fk)k2N converge uniformément sur Cr vers f:

Posons 'k(t) = fk(re
it) e�int et '(t) = f(reit) e�int. Les 'k sont continues (cv normale d�une série de fonctions

continues) et ('k)k2N converge uniformément vers ' sur [0; 2�].

Donc ' est continue et limk!+1
R 2�
0 'k(t) dt =

R 2�
0 '(t) dt:

Donc limk!+1 a
(k)
n =

1

2�

R 2�
0 f(reit) e�int dt: On pose donc an =

1

2�

R 2�
0 f(reit) e�int dt:

Remarque : On peut aussi utiliser le th de cv dominée : j'k(t)j �  (t) = 1 + j'(t)j pour k assez grand.

c) On �xe z 2 C. On choisit r > jzj. Posons 8n 2 N, 8k 2 N, !k(n) = a
(k)
n zn et !(n) = anz

n.

On a fk(z) =
P+1
n=0 !k(n) et f(z) =

P+1
n=0 !(n): Par b), on a 8n 2 N, limk!+1 !k(n) = !(n).

De plus, on a 8k 2 N, j!k(n)j �
�
jzj
r

�n
Mr(fk):

Comme (fk)k2N converge uniformément vers f sur Cr, alors limk!+1Mr(fk) =Mr(f).

Doonc (Mr(fk))k2N est bornée par un réel m. D�où 8k 2 N, j!k(n)j � m

�
jzj
r

�n
:

Comme
P
n2Nm

�
jzj
r

�n
converge, alors par cv dominée (cf 1)), limk!+1

P+1
n=0 !k(n) =

P+1
n=0 !(n):

D�où f(z) = limk!+1 fk(z) =
P+1
n=0 anz

n, et ainsi f est DSE sur C.

Exercice B

1) On a 8(X;Y ) 2 Rp, (V X j Y ) =
�
X j V TY

�
:

Supposons Y 2 Ker(V T ). On a donc 8X 2 Rp, (V X j Y ) = 0, donc Y 2 (ImV )?: Ainsi, (ImV )? � Ker(V T ).

Or, par le th du rang, dimKer(V T ) = p� rg(V T ) = p� rg(V ) = dim((ImV )?):

Par inclusion et par égalité des dimensions, on a donc (ImV )? = Ker(V T ):

2) On a rg(V V T ) = rg(Iq) = q, donc rg V � q, et ainsi p � q:

On sait que (ImV )�? (ImV )T = Rq:

Si Y = V X 2 ImV , on a PY = V (V TX) = 0, car Ker(V T ) = (ImV )?: Si Y 2 (ImV )?, alors V (V TX) = 0:



Donc P = V V T est la matrice de la projection orthogonale sur ImV:

Autre preuve (conseillée) : Comme V V T = Ip, alors (V1; :::; Vq) est une base orthonormée de ImV .

Donc 8X 2 Rq, PX =
Pq
j=1 VjV

T
j X =

Pq
j=1(Vj j X)Vj projeté orthogonal de X sur ImV .

3) Soit
�
X

Y

�
2 KerM , c�est-à-dire

(
V X + Y = 0

W TY = 0
:

On a alors W T (�V X) = 0, donc X = 0 (car W TV inversible). Donc Y = �WV = 0:

On en déduit que KerM = f0g, et comme M est une matrice carrée, M est inversible.

4) On a W TV 2 GLq(K), donc Ker
�
W TV

�
= f0g, et ainsi ImV \Ker(W T ) = f0g:

On a aussi rg(W T ) � rg(W TV ) = q. Comme rg(W T ) � min(p; q), alors rg(W T ) = q:

Donc dimKer(W T ) = p� q par le th du rang. Par dimension ImV �Ker(W T ) = Rp.

5) Soit Z = V X + Y 2 ImV �Ker(W T ) = Rp. On a PZ =
�
V Op

�
M�1

�
V X + Y

Oq

�
:

Posons
�
X 0

Y 0

�
=M�1

�
AX + Y

Oq

�
. On a donc

(
V X 0 + Y 0 = V X + Y

W TY 0 = 0 =W TY

On obtient donc

(
V (X 0 �X) = �(Y 0 � Y )
W T (Y 0 � Y ) = 0

, donc Y 0 � Y = 0 et X 0 �X = 0 (cf 3)).

Ainsi, M�1
�
V X + Y

Oq

�
=

�
X

Y

�
, et PZ = V X.

Donc P est la projection sur (ImV ) parallèlement à (ImW )?:

Exercice E

1) � est non vide car limt!�1 P (X � t) = 1 (par continuité croissante).

� est majoré car limt!+1 P (X � t) = 0 (par continuité croissante). Il existe donc m = sup�.

- On a m = limn!+1 tn, avec tn 2 � et on peut choisir (tn)n2N croissante.

Donc par continuité décroissante, P (X � m) = limn!+1 P (X � tn) �
1

2
:

- Pour t > m, on a P (X � t) <
1

2
, donc par continuité décroissante P (X � m) = limn!+1 P

�
X < m+

1

n

�
� 1

2
:

2) Si m � �, (X � m) implique (jX � �j � jm� �j), donc P (jX � �j � jm� �j) � P (X � m):

Si m � �; (X � m) implique (jX � �j � jm� �j), donc P (jX � �j � jm� �j) � P (X � m):

Dans tous les cas, on a donc P (jX � �j � jm� �j) � 1

2
:

Or, par l�inégalité de Bienaymé-Tchevychev, on a P (jX � �j � jm� �j) � V (X)

(m� �)2 :

Donc V (X) � 1

2
(m� �)2, c�est-à-dire jm� �j �

p
2�(X):


