Interrogation n°19. Baréme sur 25.5 pts

[4.5 pts]

Déterminer la nature convergente ou divergente des séries suivantes :

1
1) [49t] Xonoy -

N n (E+1
2) [Lpt] Ty ot = () I (500
3) [L.5pt] >, 51 (=1)"ay, ot ap = (n+ 1)* —n® avec 0 < a < 1.

4) [1 pt] > (ant1 — an)bn, o (an)nen décroissante positive et (b, )nen bornée.

6 pts]

1) [1 pt] Justifier I'existence de J(z) = fo-i-oo s

t:rfl

1 dt pour tout = > 1.
2) [3 pts] Montrer que J est de classe C* sur |1, +o0].

3) [2 pts| Soit x > 1. Montrer que J(z) = I'(z){(z), ou I'(z) = f+o° t* et dt et C(x) =379

n=1, z
(6.5 pts]

1) Soient ), x @n,p des séries convergentes de réels paramétrées par un entier p € N.

On suppose que pour tout n € N, il existe A, = lim, o anp-

On souhaite trouver des hypothéses assurant que ) A, converge et lim,_, Z:ﬁ% Qpp = Z+°° M-

a) [1 pt] Une série peut s’écrire comme l'intégrale d’une fonction en escalier : >0 ay, , = O+O° @,(t) dt.
Donner sans justification les hypotheses sur les a, ; permettant d’appliquer le th de convergence dominée.

b) [1 pt] On peut aussi appliquer le théoréme de la double limite en considérant les suites comme des fonctions

sur N.

Donner sans justification les hypothéses permettant d’appliquer le théoréme de la double limite via une

convergence normale.

c) [0.5 pt] Comparer (en une ligne sans détailler) les hypothéses proposées en a) et en b).

2) On dit qu’une fonction f : C — C est DSE sur C ssi il existe une suite (a,)nen de nombres complexes telle que

Vz € C, f(2) =S 20 an2".

On rappelle (admis ici) qu’'on a alors |Vr > 0, Vn € N, 027r f(ret) e=™ dt = a,r"

Soit (fx)ken une suite de fonctions DSE sur C. On pose fk( ) =34 al) m
On suppose que (fx)gen converge simplement sur C vers une fonction f et que la convergence est uniforme sur
tout compact (= fermé borné) de C.
a) [0.5 pt] Soient r > 0 et n € N. Donner une majoration de |a,| en fonction de M, (f) = sup|,—, | f(2)|.
(k)

b) [1.5 pt] Montrer que pour tout n € N, il existe a, = limg_, 400 an, -

c) [2 pts] En utilisant 1), montrer que f est DSE sur C et que Vz € C, f(z) = 3.1 a,2"



8 pts] (eatrait X MP)

Soit V' et W deux matrices appartenant a M, ,(R).

1) [1.5 pt] Montrer que (ImV)* = Ker(V7). On a donc de méme (Im W)+ = Ker(WT).

2) [1.5 pt] On suppose dans cette seule question que V'V = .

Montrer que ¢ < p et que P = VV7 est la matrice de la projection orthogonale dans R? sur Im V.

V|1

Pour la suite, on considére M = < o, V{}T > € Mpi4(R) et on suppose | WV € GL,(R)

3) [1.5 pt| Montrer que M est inversible, c’est-a-dire M € GLp14(R).
4) [1.5 pt] Montrer que (Im V) @ Ker(WT) = RP.
5) [2 pts] (%) Onpose P=( V | O, ) M~* <g> € M,(R).

q

Montrer que P est la matrice de la projection sur (Im V') parallelement & (Im W)=,

(exercice supplémentaire)

Soit X : Q2 — R une variable aléatoire (discrete) a valeurs réelles.

1) (%) Montrer que X admet une médiane, c’est-a-dire qu'il existe un réel m tel que

P(X>m)>= et P(X <m)>

4

2) On suppose X de moment d’ordre 2 fini. On pose = E(X) et 0(X) = /V(X).

N =

Indication : Considérer A = {t ER|P(X >1)

[\ \

1
Montrer que P( (| X — p| > |m — p|) > 3 En déduire que |m — u| < v20(X).

inversible.



