Interrogation n°18 bis. Corrigé

Exercice A

1) Comme (}}) > 1, alors k!(n — I)! < n! d’ou le résultat en composant par t — ¢* croissante sur R¥.
2) a) La fonction nulle appartient & G5(T).

Soient f et g € G4(T) et (A, ) € R On a f + g de classe C*. 1l existe M, N, R et S > 0 tels que

M (nl)*
Vn € N,Vt € 0,7, (n)
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et |9t
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Posons m = max(M, N) et 7 = min(R, S). Posons F(t) = Af(t) + pg(t). On a |[F(™ ()| < A+ D) (nh) .

/r'rL
b) Posons F(t) = f(t)g(t). On a fg de classe C™°, et par Leibniz :

[F @] < X0 () [FP @m0 < MN Y (& )(]:,'k) (o o kk)!)s My T o () (Bl(n = k)1)*.
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Variante : [F™(t)| < MN(n!)* 35 (; )Rk Sn—k — T(nn) NTFERT S
T
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Par 1), |F™(¢t)| <

(n!)*. Do F € G4(T).

(n) (£) 520 M(n!
ﬁ. On a |a,| < (n!

3) a) Soit (¢,z) € [0,T] x [0, 4o00[ Posons a,, = an)l < (;n' = |by].

bpi1  nix?
b, 4Rn?
Par comparaison, Y a, converge absolument, d’ou 'existence de H(t,x).

Pour z #£ 0, on a — 0, donc par d’Alembert, la série > b,, converge.

Remarque : Ainsi, a ¢t fixé, le rayon de convergence de la série entiére (en x) vaut +oo.

xQn
b) Posons F,(z,t) = f™)(t) @2n)!"
oF, 22"
“(z,t) = fHD() .
) = 0
- OF,
La série t —— > - 5 " (z,t) converge normalement sur [0, 7] :
F, M 1))z
En effet, ¢, = sup,c(o 7 aa—t(:c, t)‘ < W et comme au a), la série Y ¢, converge.
H F, 00 n
Donc % existe et on a H(t,z) = 30 8(% (z,t) = S22 FOt (1) (gn)'
) OF N x2n71 82F N 2n72
- On ﬁxetGR On a aussi %(z,t):f( )(t)<2n—1) et or 5 ( ) f( )( )m
s aF 2F7L
Par a), les séries z — Y e “(z,t) et © —> Z 5 (7,t) convergent pour tout = € R.
2F,
De plus, la série z — Z (m t) converge normalement sur tout segment [—p, pl.
82 Mns 2n—2
En effet, ¢, = sup,e_, 4 a2 " (, t)‘ m et comme au a), la série Y ¢, converge.
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Autre argument pour :
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L’application en x est par a) une série entiére de rayon de convergence R = +00.

Elle est donc par le cours de classe C*, et on peut dérivéer x — H (¢, x) terme a terme.

c¢) Pour prouver la continuité de H, on utilise la caractérisation séquentielle :

Supposons limg_, 4 oo (¢, zx) = (¢,2) dans [0,T] x R.

Posons A, (k) = F,,(tg, k). On a limg—, 100 An(k) = Fo(t, x).

La suite (|o|)ren est majorée par un réel p.



M(n|)sp2n

On aVkeN, |4, (k)| <a, = et par a), la série Y a, converge.

R (2n)!
Par le th de la double limite (ici pour une série de fonctions de la variable entiére k), on a :
WM oo D000 An (k) = 3020 limy, 4 oo Ay (k). Done lim,, 4o H(tg, zy) = H(t, z).

Exercice B

1.a) Soient P et Q € A,,. Soit R € [P, Q). Il existe donc A € [0,1] tel que R = AP + (1 — \)Q.
Alors R(1) = A+ (1 — X) =1 et de méme R(—1) = 1.

Et pour tout z € [—1,1], R(z) = AP(z) + (1 — \)Q(x) > 0, car A et 1 — X\ sont positifs.

On en déduit que le segment [P, Q] est inclus dans A,,. Donc A, est une partie convexe de E,,.

1.b) Vérifions que P +—— || PJ|; est une norme sur E,.

- I1Pl, > 0.

- Supposons || P||; = 0.Comme t — |P(t)| continue positive, alors V¢ € [—1,1], |P(t)| = 0.
Donc P s’annule sur [—1, 1], qui est infini, donc P = 0.

-VAER, [|AP]l, = AP, -

-IIP+ QI = [ 1P@) + Q)| dt < [T IP@I+1Q®)] dt = [P, +11Ql, -

Donc P +—— ||P||; est une norme sur En.

1.c) Remarque : Il ne faut chercher a utiliser la norme || ||, car il faut impérativement exploiter la dimension finie (en effet,

la propriété serait fausse dans R[X] muni de cette norme || ||;).

On munit F,, de la norme de la convergence uniforme | ||

Soit (Pg)ren une suite d’éléments de A,, convergeant vers P pour la norme || ||

La convergence uniforme implique la convergence simple.

Ainsi, pour tout ¢t € [—1,1], P(t) = lim,— 4o Px(t), donc P(1) = P(—1) =1 et P(t) > 0.

Donc A,, est une partie fermée de E,, pour || ||, donc pour || ||;, puis que les normes sont équivalentes en dimension finie.
Variante : On considére, pour z € [0, 1], 'application ¢, : E,, = R P +— P(x).

L’application ¢, est continue.

Etona: Pe A, ssi¢(P)=1,¢_,(P)=1et Vz €]0,1], ¢,(P) > 0.

Ainsi, A, est définie par des inégalités larges associées a des fonctions continues, donc ces inégalités sont stables par passage
a la limite (pour toute norme), donc A,, est fermée.

2.a) K, n’est pas vide, car le polynome 1 € K,,.

11 existe donc m,, = inf{¢(P), P € K,,}. On a nécessairement m,, < 2.

{ Pour P € K, ||P|; > mp,

Pour P € A, \ K, ||P|l; >2>m,

Comme K,, C A,, alors on a aussi y,, < m,. Donc on a bien u, = m,,.

, donc p,, > my,.

2.b) K, est l'intersection de A,, et de la boule de centre 0 et de rayon 2 pour la norme | ||, .

K, est fermée (comme intersection de deux fermés) et borné.

Pour P € A,, on a |¢p(P |<f ()| dt =Pl -

Par linéarité, ¢ : E,, — R est donc 1-lipschitzienne, et a fortiori continue.

Donc ¢ est bornée et atteint ses bornes sur K. Il existe donc P € K,, C A, tel que ¢(P) = p,,.

2.c) Soient P et Q € By, et A € [0,1]. On sait déja par 1.a) que AP + (1 — \)Q € A,,.

Par linéarité, ¢(AP + (1 — A\)Q) = Ao(P) + (1 — N)o(Q) = A, + (1 — N, = p,,. Donc By, est convexe.
2.d) Il existe P € B,,. On considere le polynome Q(X) = P(—X).

Comme P € A,,, on vérifie aisément que @) € A,,.

De plus, [6(P)| = [2)' [P()] dt = [2] |P(=w)| du= [} |Qu)| du=16(Q)].

Donc Q € B,. Comme B, est convexe, alors (P + Q) € B,.

Ainsi, le polynéme pair (P(X) + P(—X)) appartient & B,,.



