
Interrogation no18 bis. Barème sur 21.5 pts

Exercice A. Équation de la chaleur (extrait ENS MP 2016 épreuve C )

Soient des réels T > 0 et s � 1. On dit qu�une fonction f : [0; T ] ! R est de la classe de Gevrey d�ordre s ssi f

est de classe C1 et qu�il existe M > 0 et R > 0 tels que

8n 2 N, 8t 2 [0; T ],
���f (n)(t)��� � M(n!)s

Rn

On note Gs(T ) l�ensemble des fonctions f : [0; T ]! R de la classe de Gevrey d�ordre s.

1. [1.5 pt] Soient s � 1 et des entiers 0 � k � n. Montrer que (k!)s((n� k)!)s � (n!)s:

2.a) [2 pts] Montrer que Gs(T ) est un sous-espace vectoriel (de l�espace des fonctions C1 sur [0; T ]).

2.b) [2.5 pts] Montrer que si f et g 2 Gs(T ), alors fg 2 Gs(T ).

3. Soit f 2 Gs(T ) avec s 2]1; 2[ et T > 0: On considère

8(t; x) 2 [0; T ]� R, H(t; x) =

+1X
n=0

f (n)(t)
x2n

(2n)!

3.a) [2.5 pts] Montrer que H(t; x) est bien dé�ni pour tout (t; x) 2 [0; T ]� R.

3.b) [3 pts] Montrer que
@H

@t
et
@2H

@x2
sont bien dé�nies et que

@H

@t
=
@2H

@x2
sur [0; T ]� R:

3.c) [2 pts] (F) Montrer que H est continue sur [0; T ]� R:

Exercice B. Borne inférieure sur une partie convexe fermée (extrait X MP 2018 épreuve B)

On note En = Rn[X] le sev des polynômes réels de degré � n.

On dit que le polynôme P (X) est pair ssi P (X) = P (�X).

On note An l�ensemble des polynômes P 2 En tels que

P (1) = P (�1) = 1 et 8x 2 [�1; 1], P (x) � 0

On considère la forme linéaire � : En ! R P 7�!
R +1
�1 P (t) dt:

On pose �n = inff�(P ), P 2 Ang.

1.a) [1 pt] Montrer que An est une partie convexe de En:

1.b) [1.5 pt] Montrer que kPk1 =
R +1
�1 jP (t)j dt dé�nit une norme sur En:

1.c) [1.5 pt] Montrer que An est une partie fermée de En:

On rappelle que les normes sont équivalentes en dimension �nie.

2.a) [1 pt] On pose Kn = fP 2 An j kPk1 � 2g:

Montrer que Kn n�est pas vide et que �n = inff�(P ), P 2 Kng.

2.b) [1 pt] En déduire que �n est atteinte sur An, c�est-à-dire qu�il existe P 2 An tel que �(P ) = �n:

On note Bn = fP 2 An j �(P ) = �ng l�ensemble des polynômes où �n est atteinte.

2.c) [1 pt] Montrer que Bn est convexe.

2.d) [1 pt] Montrer que Bn contient un polynôme pair.


