
Interrogation no18. Corrigé

1) Remarque : L�application (u; v) 7�! (x; y) = (u; uv) est une bijection de U sur U:

a) On a
@g

@u
(u; v) =

@f

@x
(u; uv) + v

@f

@y
(u; uv) =

@f

@x
(x; y) +

y

x

@f

@y
(x; y) où (x; y) = (u; uv):

Donc
@g

@u
(u; v) =

�

u
g(u; v).

b) En �xant v, on est ramené à une équation di¤érentielle de la forme G0(u) =
�

u
G(u), donc G(r) = ku�:

Comme la constante dépend de v, on obtient g(u; v) = K(v)u�:

c) Pour (x; y) 2 U , on a (u; v) =
�
x;
y

x

�
2 U . Donc f(x; y) est de la forme K

�y
x

�
x�:

Et K : R! R est de classe C1, car K(y) = f(1; y):

2) a) Les solutions de l�équation homogène sont les K exp(�u), avec K 2 R:
On cherche une solution particulière polynômiale y0(u) = �u+ � de même degré 1:

On obtient y0(u) = au+ c� a. Donc les solutions sont les y(u) = au+ c� a+K exp(�u), avec K 2 R:

b) On �xe v, et on applique a) avec c = bv:

Donc les solutions sont les g(u; v) = au+ bv � a+K(v) exp(�u), avec K : R! R de classe C1:

c) On pose g(u; v) = f(u; u+ v). On a donc
@g

@u
(u; v) =

�
@f

@x
+
@f

@y

�
(u; u+ v).

Comme (u; v) 7�! (x; y) = (u; u+ v) est une bijection de R2 sur R2, alors f véri�e (E) ssi g véri�e

@g

@u
+ g = 2u+ v

Par b), on obtient g(u; v) = 2u+ v � 2 +K(v) exp(�u), avec K de classe C1:

Donc les solutions de (E) sont les f(x; y) = x+ y � 2 +K(y � x) exp(�x), avec K de classe C1:

3) On a f(x; y) = xy � x2y � xy2:

Pour (x; y) 2 U , on a @f
@x
(x; y) =

@f

@y
(x; y) = 0 ssi

(
2x+ y = 1

x+ 2y = 1
ssi (x; y) =

�
1

3
;
1

3

�
:

a) On a
@2f

@x2
(x; y) = �2y, @

2f

@x2
(x; y) = �2x et @2f

@x@y
(x; y) = 1� 2(x+ y):

Donc Hf

�
1

3
;
1

3

�
= �1

3

�
2 1
1 2

�
de valeurs propres

�1
3
(2� 1), c�est-à-dire �1 et �1

3
:

Ainsi, Hf

�
1

3
;
1

3

�
2 S��2 (R) dé�nie négative, et donc f admet en

�
1

3
;
1

3

�
un maximum local strict.

b) f est continue sur A compact, donc f est bornée et atteint ses bornes.

f est identiquement nulle sur le bord de A.

Si f admet un extremum global (donc local) en (a; b) 2 U , (a; b) est nécessairement le point critique.

Or f
�
1

3
;
1

3

�
=
1

27
. On en conclut inf f = 0 et sup f =

1

27
:

c) En fait, sup f = sup(x;y;z)2� xyz, où � = f(x; y; z) 2]0;+1[2j x+ y + z = 1g.

Par l�inégalité arithmético-géoémtrique (qui résulte de la concavité de ln), on a xyz �
�
x+ y + z

3

�3
=
1

27
,

avec égalité lorsque x = y = z, c�est-à-dire (x; y; z) =
�
1

3
;
1

3
;
1

3

�
:

4) a) f 0(t) = 1
2(X

0 j SX) + 1
2(X j SX 0) + (X 00 j X 0) = (X 0 j SX) + (X 00 j X 0) car S symétrique.

Comme X 00 = �SX, alors f 0(t) = 0, donc f est constante.



b) On pose X(t) =
Pn
k=1 yk(t)Zk, et les yk sont bien de classe C

1, car Y (t) = P�1X(t).

On a X 00(t) =
Pn
k=1 y

00
k(t)Zk: D�où on obtient (E) : 8k 2 [[1; n]], y00k(t) = ��kyk(t):

On en déduit que les solutions de (E) sont les

X(t) =
nX
k=1

(Ak cos!kt+Bk sin!kt) Zk, avec (A1; :::; An; B1; :::; Bn) 2 R2n

c) (E) correspond au système d�ordre 1 de dimension 2n :
�
X
Z

�0
=

�
Z
�SX

�
.

Ainsi, toute solution est entièrement déterminée par (X(0); X 0(0)) 2 R2n:

D�où un isomorphisme X 7�! (X(0); X 0(0)) du sev � des solutions sur R2n:

5) Soit (xn; yn)n2N convergeant vers (x; y). Posons gn(t) = f(t; xn; yn) et g(t) = f(t; x; y) fonctions continues.

Il s�agit de prouver que limn!+1
R 1
0 gn(t) dt =

R 1
0 g(t) dt: On utilise le th de convergence dominée.

La suite (xn; yn)n2N est bornée, donc il existe � 2 R+, tel que 8n 2 N, (xn; yn) 2 [��; �]2.

Ainsi, pour tout t 2 [0; 1] et n 2 N, on a (t; xn; yn) 2 K = [0; 1]� [��; �]2 compact de R3:

On a donc 8n 2 N, 8t 2 [0; 1], jgn(t)j �M = '(t), où M = supK jf j :

Par convergence dominée, limn!+1
R 1
0 gn(t) dt =

R 1
0 g(t) dt, c�est-à-dire limn!+1 J(xn; yn) = J(x; y):

6) Sous des hypothèses raisonnables, on a

@f

@t
(t; x) =

+1X
n=0

c0n(t)x
n et x2

@2f

@x2
(t; x) + x

@f

@x
(t; x) =

+1X
n=0

n(n� 1)cn(t)xn +
+1X
n=0

ncn(t)x
n =

+1X
n=0

n2cn(t)x
n

D�où l�idée de prendre c0n(t) = �n2cn(t) et cn(0) = 1, c�est-à-dire cn(t) = exp(�n2t):

On prend donc f(t; x) =
P+1
n=0 gn(t; x), avec gn(t; x) = cn(t)x

n = exp(�n2t)xn :

On a bien
P
gn(t; x) converge pour tout (t; x) 2 [0;+1[�[0; 1[, car jcn(t)xnj � xn:

- Avec t � 0 �xé, x 7�! f(t; x) =
P+1
n=0 gn(t; x) est une série entière de rayon R � 1, car cn(t) � 1:

Donc on a bien x 7�! f(t; x) de classe C1, et x2
@2f

@x2
(t; x) + x

@f

@x
(t; x) =

P+1
n=0 n

2cn(t)x
n:

- Avec x 2 [0; 1[ �xé, t 7�! @gn
@t
(t; x) = �n2cn(t) = �n2 exp(�n2t)xn, donc supt�0

����@gn@t (x; t)
���� = n2xn:

Donc t 7�!
P @gn

@t
(x; t) converge normalement. sur [0;+1[:

On en déduit que
@f

@t
(t; x) = �

P+1
n=0 n

2cn(t)x
n: On obtient bien (E).

7) On considère F le sev des fonctions continues f : R! R et E� l�ensemble des f 2 F telles que

f(x)� �
Z x

0
f(t) dt = ex

a) Soit f 2 E�. Alors f est de classe C1, car f(x) = ex + �
R x
0 f(t) dt:

En dérivant, on obtient f 0(x) = ex + �f(x):

b) Une fonction est nulle ssi elle vaut 0 en un point (0 par exemple) et si sa dérivée est nulle.

Donc f 2 E� ssi f(0) = 1 et f 0(x) = ex + �f(x) :

c) Si � 6= 1, les solutions de l�équation di¤érentielle sont f(x) = 1

1� �e
x +Ke�x.

Donc l�unique f 2 E� est f(x) =
1

1� �e
x � �

1� �e
�x:

Si � = 1, il y a résonance, et une solution particulière de l�équation di¤érentielle est xex:

Donc l�unique f 2 E1 est f(x) = (x+ 1)ex:


