Interrogation n°17. Corrigé

1) Pour (z,y) # (0,0), on a : gi(x,y) = \/3%2/290/( /22 + y2).

On a aussi f(z,0) = ¢(|z]) =0 (z), car ¢/'(0) = 0. Donc of —=(0,0) existe et vaut 0.
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Pour (z,y) # (0,0), on a donc : ‘gf(a:,y)‘ < | (V2 + y2)‘ —0= gf(0,0) lorsque 7' tend vers 0.
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Donc a—f existe et est continue en (0,0).

X
af x; X
2)Ona 2 (X)=——-2 donc Vf(X)= —.
) Ona 0 (X = =g done VA =

gf (Xo) + cos by gf (Xo) = 0, c’est-a-dire det(Xy, grad f(Xp)) = 0.

b) Soit V' € Hp : > 1 ajz; = 0. On considere g(t) = f(Xo+tV). OnaVt e R, Xo+tV € H.
Donc g atteint son maximum en ¢t = 0. Donc ¢'(0) = 0, c’est-a-dire Vf(Xp) - V = 0.

3) a) On a ¢'(Ay) = 0, donc —sin b

Donc V f(X) appartient a Hg-, c’est-a-dire V f(Xg) est colinéaire a n.

2 @) Ona G (9) = o) et 5 (o) = J7 Gt at

b) On a J(z) = F(x,z). Comme F est C', J est C!, et J'(z) = aai(m,x) + gg(x,x) = f(z,z)+ [y g?];(t,x) dt.
5) ) On a (1) = 20 (ta ty) +y' 2 (12, ty) = (V(1X), X).

52
Et ¢"(t) = 22 g—f(tx ty)+2xy8 af (tz,t y)—l—yQa];(tx,ty):<X,H(tX)X>.

b) Par la formule de Taylor-Lagrange avec reste intégral, on a
1
(1) = 90)+9/0)+ [ (1=1) (0)

On obtient done f(X) = F(0) + (V(0), X )+ [3 (1 =) (X, H({tX)X) dt
of

6) a) Les coefficients de H;(X) sont les 88% <8xl> (X), avec 1 <i <n.Donc Hj(X) = a—x](X)
b) H(X) est la matrice jacobienne de V' en X.

c¢) La différentielle de V' en 0 est donc lapplication linéaire v : X — H (W)X .

d) OnaV(X)=Vv(0)+ H(H)X +o (HXH)

Remarque : On a de méme V(X —|—f0 (X)X dt = -|-f0 g SV (tX) dt.

. —
7) a) On sait que f(Xo + X) = f(Xo) + (V/(0), X ) + o (IX])).
En faisant la différence des deux DL, on obtient donc (W, X) = o (|| X]|), ou W = Vf(ﬁ) -V

. 2 2 NPT N
On prend X = ¢tW avec t — 0. On obtient ¢ ||IW||” = o (¢), donc |W]|” =0, c’est-a-dire Vf(0) = V.
b) (i) On a g(@1,...,zn) = f(Y1,.-,Yn), avec y; = 371 a;;;.

99 n of
Donc 8—%()() =31 ai @(u(X)) Donc W = ATV,

(i) On a f(X) = f(u(X)) + (Vf(X0), X) + o (| X]]).
Done f(u(Xo + X)) = f(u(Xo) + u(X)) = f(u(Xo)) + (Vf(u(X0)), AX) + o (JAX]]).
On a [[AX| = O(||X||), donc on obtient le DL : f(u(Xo + X)) = f(u(Xo)) + (ATV,X) + o (|[AX])).



Par a), on en déduit W = ATV,

8) a) Soit (xo,y0) € D(R). Posons ro = |zg + iyo| et p tel que 9 < p < R.
La série entiere Z 24 na, 2"t est de méme rayon que Z Zonanz™. Il existe donc M tel que Vn € N, |na,p"| < M.
Il existe o > 0 tel que Vz € [zg — a, x0 + @, |z + iyo| < p.
Posons Va € [1g — o, 2o + o], wn(7) = an(z + iyo)™. On a () = na,(z + iye)" L.
La série de fonctions Y w), est normalement convergente sur [xo — «, kg + a, car

sup |°JH < nlan| p" ! et la série g n|an| p" ! converge
z€[ro—a,xz0+0]

On en déduit que z — F(x,y0) = S w,(x) est dérivable en xq et on a

OF o

%(%7?/0) = -~

Swh(z) = o > nan(zo + iyo)" :g(onriyo).

Variante : On définit w,, sur tpout 'ouvert |Zmin, Tmax| de sorte que V& €]Tmin, Tmax|, [T + iyo| < R.
Soit un segment J = [, 8] C|Zmin, Tmax[- On a alors p = sup,c; |z + iyo| < R.

On en déduit comme ci-dessus la convergence normale de Y w/, sur J.

T : : .
b) Remarque : L’application — est continue sur D(R) comme somme d’une série entiére de rayon R.

ox

En effet, la série de fonctions Y na, 2" 1

convergence normalement sur tout disque fermé D(p), avec p < R.

Donc la fonction z — 3" na,z" ! est continue comme fonction de z, donc comme fonction de (z,y).

Remarque : On peut prouver la continuité par la caractérisation séquentielle : soit une suite (zp,yx)ren con-
vergeant vers (x,y). Alors la suite k —— %—i(xk,yk) converge vers %i (z,y) par convergence normale (donc
uniforme) par rapport a k : il existe en effet p < R tel que Vk € N, |zg + iyx| < p, de sorte que la série

n—1

> suppen |(nan@y + iy)" ! | converge normalement (car > n |a,| p""* converge).

Remarque : Une variante consiste & utiliser le th de convergence dominée pour les séries.
9) a) On pose H =Y — X.
Ona |f(V) = J(X)| = | fo VS(X + tH) - H db] < [ [VF(X + tH) - H| dt < [3 |H]| de =] H].

Iy aégalité ssi Vt € [0,1], V(X +tH) - H| = |H||, donc ssi V(X +tH) = im.

(Remarque : par continuité de V f, le + ne dépend pas de t).
Remarque : Pour justifier rigoureusemet le cas d’égalité, il faut utiliser la propriété : si g et h sont continues avec

g < h sur [0, 1], alors fog = fol h ssi g = h : on se raméne au cas connu en considérant § = h — g.

b) Posons ¢(t) = f(X(¢)). On a ¢'(t) = Vf(X(t)) - X'(¢t) = 1.
Donc |f(X (1)) — f(X s))| = lg(t) —g(s)| = [t — s|.

Or, on a || X(t) = X(s)|| < [; X' (¢] dt = [t —s|. donc [f(X (1) = f(X(s)] > [ X(t) = X(s)] -
Or, par a), on a HX(t) = X(9)|| < (X (@) — F(X(9))].

Donc il y a égaité et par a), le gradient est constant sur le segment [X (¢), X (s)] et dirigé selon le segment.

c) On en déduit (via le théoreme de Cauchy-Lipschitz) que les trajectoires ¢ — X (t) sont des droites le long
desquelles le gradient est constant. Ces différentes droites ne peuvent se croiser (sinon, le gradient prendrait deux
valeurs différentes. Donc les droites sont paralléles, et comme elles sont dirigées par le gradient, le gradient est

constant. Donc la fonction est affine.



