Interrogation n°17. Baréme sur 23.5 pts
On note ( , ) le produit scalaire canonique de R™ et || || la norme euclidienne associée.

1) [2.5 pts] Soit ¢ : [0, +0o[— R une application de classe C* vérifiant ¢'(0) = 0.
On pose f:R?2 = R (x,y) — ¢(y/22 + y?2). Calculer gi(0,0). Montrer que gi est continue en (0,0).

2) [1 pt] On pose U = R™\ {H} et f:X = (21,.y20) — || X|| = V2t + ... + 22.
of

Pour X € U, calculer a—(X ) et en déduire une expression simple de V f(X).
Lj

3) [3 pts] Cas particuliers du théoréme des extrema liés. Les deux questions sont indépendantes

a) Soit f : R™ — R de classe C'. On considére S le cercle unité de R2.
On suppose que sup{f(X), X € S} est atteint en un point Xy = (cosfp,sinfy) € S.
Montrer que V f(Xp) est colinéaire & X.

Indication : Considérer V8 € R, g(0) = f(cosf,sinf), et utiliser le fait que g atteint son maximum en 6.

b) Soit f: R™ — R de classe C*.

On considére H un hyperplan affine d’équation > | a;z; = b, avec n = (a1, ..., an) # 0.

On suppose que sup{f(X), X € H} est atteint en un point Xy. Montrer que V f(Xy) est colinéaire a n.

Indication : Considérer X + tV, ot V appartient a U'hyperplan Hy = n*, c’est-a-dire Hy : Yo aix; = 0.

4) Soit f:R2 - R (x,y) — f(x,y) de classe C'. On pose F(xz,y) fO f(t,y) dt, qu'on admet de classe C*.
oF oF

a) [1 pt] Expliciter sans justification a—(m,y) et a—(x, Y).

€z Yy

b) [1.5 pt] On pose J(z) = [y f(t, x) dt. Déduire de a) que J est de classe C! et calculer J'(x).

5) [2.5 pts] Soit f:R?2 = R X = (z,y) — f(X) = f(z,y) de classe C2.

of Of Of
On pose V(X) = of cR?et H(X) = o f o f € S (R).

a) On fixe (x,y) € R2. On pose Vt € R, g(t) = f(tx,ty). Calculer ¢'(t) et g” ().

b) Montrer que f(X) = f(0) + (V(0), X )+ J3 (1 - ) (X, H{EX)X) dt.

6) [2 pts] Soit f:R* =R X = (1,..., 1) — f(21,...,7,) de classe C2.
0% f >
Oz;0x; 1<i<n,1<j<n

Aucune justification n’est demandée dans les questions suivantes.

On note V(X)) le gradient de f en X et H(X) = < la matrice Hessienne de f en X.

a) On note H;(X) la j-iéme colonne de H(X). Exprimer H;(X) en fonction de V' (X).
b) Exprimer H(X) comme la matrice jacobienne d’une fonction vectorielle qu’on précisera.
c) Expliciter la différentielle u : R — R"™ de X +— V(X) en 0.

— —
d) Donner le DL;(0) de V(X) en fonction de X et de H(0).



7) Soit f: R™ — R de classe C*.

a) [1 pt] On suppose que f admet le DL (Xo) : f(Xo+ X) = f(Xo) +(V,X) + 0 (|| X]]), ou V € R™ vecteur.
Montrer avec soin qu’on a nécessairement V f(Xo) = V.

b) [2 pts] Soit u : R — R"™ X +— AX une application linéaire, ot A = (a;j)1<j<n,1<j<n € Mn(R).

On pose ¢(X) = f(u(X)) = f(AX). On pose V=V f (u(X)) et W = Vg (X).

Exprimer W en fonction de AT et de V en utilisant deux méthodes :
99
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(ii) En utilisant un DL;( 0) de g(X) et la question a).

(i) En calculant les dérivées partielles de g(z1, ..., n) = f(Y1, s Yn), 00 y; = D74 a5

—_ \too

8) Soit ) anz™ une série entiére de rayon R. On pose f(z) = >0 anz™ pour tout |z| < R.

On note D(R) = {z € C| |z| < R} le disque ouvert de centre 0 et de rayon R.

On considere F' : D(R) — C définie par ’ F(z,y) = f(z +1y) ‘

_ 400 n—1
= X napz" .

On considére g la série dérivée, définie par Vz € D(R), g(z)
OF

a) [3 pts] Montrer que la dérivée partielle a—(xg, Yo) existe en tout point (zg,yo) € D(R).
x

Attention : On pourra poser Vn € N, wy,(x) = a,(x + iyp)™ définies sur un intervalle bien choisi

Il est conseillée de considérer aussi un réel p vérifiant |zg + iyo| < p < R.
OF
b) [1 pt] Montrer que 'application (z,y) — a—(m,y) est continue sur D(R).
x

NB : On suppose connues les propriétés de continuité des séries de fonctions continues définies sur A C R? :

si la série converge uniformément, la somme de la série est continue.

9) On considére f: U — R de classe C*, out U est un ouvert de R”. On suppose |[Vf(X)| = 1.
a) [1.5 pt] Soit X et Y € U tels que [X,Y] C U. Montrer que |f(Y) — f(X)| < ||Y — X||.
Préciser sans justification les cas d’égalité.

b) [1.5 pt] (%) On considére une fonction X : R — R™ ¢t — X (¢) vérifiant le systéme différentiel
X'(t) = Vf (X))

Montrer que |f(X(£)) — F(X(s))] = [t — 5| = | X(£) - X(5)]|.
Que peut-on en déduire quant au gradient V f sur le segment [X (¢), X (s)] ?

¢) Question supplémentaire (%)

On prend U = R™. On admet le théoréme de Cauchy-Lipschitz :
Pour tout Xy € R™, il existe une unique fonction ¢t — X (¢) vérifiant X'(t) = Vf (X (t)) et X(0) = Xj.

Sans détailler tous les arguments, montrer que f est affine.

Remarque culturelle : 1’exemple du 2) montre que la propriété est fausse lorsque U = R™ \ {6)}



