Interrogation n°16. Corrigé

1) a) L’application u est linéaire et définie sur un ev de dimension finie, donc est continue.
b) A € O, (R) ssi ATA = I,,. L’application A —— AT A est continue, donc O, (R) est fermé.
Les coefficients d’une matrice A € O, (R) appartiennent a [—1, 1], donc O, (R) est borné.
c) Ac ST(R)ssi AT =Aet VX €R", (X | AX) > 0.

Chaque des équations ou inéquations larges définit une partie fermée (cf a)).

Donc S;f(R) est fermée comme intersection de parties fermées.

2) Vu les roles symétriques de A et B, il suffit de prouver une implication.

Premiére preuve : On a A = PBP~!, avec P € GL,(C). Ainsi, A¥ = PB*P~1,

L’application v : M —— PM P~ est linéaire donc continue. D’oit limy_, o B* = O,, implique limj_, ;o A* = O,,.
Seconde preuve : ||A¥|| < ||P|| ||B¥|| ||P~!|| en prenant une norme d’algébre.

Donc limy_, 1, B¥ = O,, implique limy_, 1o, A* = O,.

3) a) A trigonalisable, semblable & une matrice triangulaire 7. On a alors A* semblable a T*.

Les valeurs propres de A* sont les coefficients diagonaux de T%. Donc Sp(A*) = {\¥, X € Sp(A)}, d’ou p(A*) = p(A)*k.
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b) Soient B € M,,(C) et A € Sp(B). 1l existe X non nul tel que BX = AX. Et N(B) >
Donc N(B) > p(B). On a donc N(AF) > p(A¥) = p(A)*.

Si limg_, o0 AF = Oy, cest-a-dire limy_, oo N(A*) = 0, alors limy_, 1 p(A)F = .0, donc p(A) < 1.

¢) Soit X € R™. On pose Y = AX. Alors ||Y]| = HZL xjAjH < S el 1A ] < 00 gl N(A) = V]| M.

Donc N(A) < M. Par ailleurs, il existe j tel que ||A;|| = M. On a ainsi ||AE;|| = ||A;]| = M = M || Ej]| .

Ainsi, M est un majorant qui est atteint, donc N(A) = M.

d) On a VX, |[ABX| < N(A) |BX| < N(A)N(B) || X|, donc N(AB) < N(A)N(B).

e) On a Np(AB) < Np(A)Np(B), car (P"1ABP) = (P~1AP)(P~1BP).

Donc Np(A*) < Np(A)¥ — 0. Comme Np est une norme, limy_, o A* = O,.

f) Supposons p(A) < 1. On prend £ > 0 assez petit pour que p(A) + ne < 1. La matrice A est semblable & une
matrice triangulaire supérieure 1" dont les coefficients non diagonaux sont en module < .

Les coefficients diagonaux de T sont en module < p(A).

Comme N(T') = maxi<j<n ||4;]| < p(A) + (n—1)e, ona N(T') < 1.

Donc il existe P € GL,(C) telle que Np(A) = N(T) < 1. Par d), limy,_ 100 AF = O,,.

4) a) On a w = <$ U <$)> . Lorsque z décrit U, décrit S.
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Donc sup f(U) = sup,eg (z,u(x)) = sup f(95).
Comme f est continue sur S compact, f est bornée et atteint ses bornes sur S, donc aussi sur U.
b) On a ||zg|| = 1, donc par continuité de la norme ||zg 4 th| > 0 sur un voisinage V' de t = 0.
D’autre part, par a), ¢ est dérivable et atteint son maximum en ¢ = 0, donc ¢'(0) = 0.

{h, u(zo)) -
En faisant un DL (0), on obtient ¢(t) = (zg, u(zo)) + 2t({(h, u(zo)) — (xo, u(z0)) (x0, b)) + 0 (t).
Donc ¢'(0) = (u(xo), h) — (zo, u(zo)) (xg, h), et comme ¢'(0) =0, A = (zg, u(zo)
d) On a donc Vh € E, (u(xo) — Axg, h) = 0.

Donc u(zg) — Azg est orthogonal a tout vecteur, donc est nul, et zy est donc un vecteur propre.

c¢) Remarque : Pour obtenir I’expression donnée, il faut noter que (xg,u(h)) =

) convient.



e) On raisonne par récurrence sur n = dim E.
On applique I'hypothése de récurrence a la restriction wjy de u a 'hyperplan H = (zo)*t.
En effet, comme la droite D = Rz est stable par u symétrique, alors H est stable par u, et la restriction d’un

endomorphisme symétrique & un sev stable reste symétrique.

5) a) On note que si X € Ker(A —I,), on a A"Yy =Yy, donc B, X = X.

b) Supposons X € Im(A — I,). Il existe Y tel que X = AY — Y.
Ona AFX = AM1X — A*X, donc B, X = T (AmH1X — X).

n
Comme [|[AX|| < N(A)[|X||, alors ||A"TLX|| < N(A)™T || X|| < || X]|.

On en déduit que || B, X|| < nil | X ||, et donc par pincement, lim,,_ 4., B,X = 0.

c) Par a), si X € Ker(A — I,), limy, 400 Bp X = X.

Donc par b), on a nécessairement Im(A — I,,) N Ker(A — I,,) = {0}.

D’ot Im(A — I,) @ Ker(A — I,). Or, par le th du rang, on a rg(A — Iy) + dimKer(A — Iy) = N.
Donc on a bien Im(A — I,,) @ Ker(A — I,) = CP.

d) En décomposant X dans Im(A — I,,) @ Ker(A — I,), on déduit de a) et b) que lim, 1o B, X = Z, ou Z est le
projeté de X sur Ker(A — I,,) parallelement a Im(A — I,).

Comme la propriété est vraie pour tout X (et notamment pour les Ej), (By), cy converge vers la matrice de la
projection sur Ker(A — I,) parallelement & Im(A — Ip).

6) a) Posons f(t) = (X(¢),v). On a f:[0,1] — R une fonction de classe C!, et on sait que f’(t) = (X'(t),v).

On a f(0) = f(1), donc par le théoréme de Rolle, il existe ¢ € [0, 1] tel que f'(t) = 0.

b) Ona 0 = X(1) — X(0) = fol X'(t) dt. Par les sommes de Riemann, 0 = limy_ 4o % Yo X <k>

n
k) € C(A), alors 0 € (A).

Remarque culturelle : En fait, A est compact (image continue du compact [0, 1] par X').
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Et on peut montrer que C'(A) est aussi compact, donc en particulier 0 appartient a C(A).
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7) a)00:1,01:§et02:?.
b) Comme [|A"|| < [|A|I" et 3, cn lenl [|A]I" converge (car [[A|| < 1), alors >-, oy [lcn A" || converge.

Donc la série de matrices ), ¢, A" converge dans M, (C).

c¢) On munit M,(C) de la norme ||A|| . = sup;<;<p1<j<p @i -

La série ) [|cnA™|| o, converge (car toutes les normes sont équivalentes).
On en déduit qu’a fortiori, D -x |cn(A™)i;
Par Fubini, on a M;jMj = (2 ey n(A")i5) (Zpen em(A™)jk) = Xnen 2Zm=o emCn—m(A™)ij (A" ™).
On a E?Zl(Am)i,j (A"™™); 5 = (A™)i k. On peut permuter les sommes Z§:1 et > ey car I'une est finie.
D’otl on obtient (M?);; = ?:1 Mij Mg =3 en (Com—o CnCn—m) (A"T7™); .

D’out on déduit M2 =3 (30 o cnen—m) A" = Ir + A.

converge.

d) La série Z:i% cnN™ est bien définie ici aussi car les termes sont nuls pour n > 3, car N3 = Os.
On pose M = col3 + 1N + caN2.

Par produit de Cauchy, (co + 1z + c22?)? = 1 4 x-+ un nombre fini de monomes en z de degré > 3
Donc on a bien M? = I, + N.



