
Interrogation no16. Corrigé

1) a) L�application u est linéaire et dé�nie sur un ev de dimension �nie, donc est continue.

b) A 2 On(R) ssi ATA = In: L�application A 7�! ATA est continue, donc On(R) est fermé.
Les coe¢ cients d�une matrice A 2 On(R) appartiennent à [�1; 1], donc On(R) est borné.

c) A 2 S+n (R) ssi AT = A et 8X 2 Rn, (X j AX) � 0:
Chaque des équations ou inéquations larges dé�nit une partie fermée (cf a)).

Donc S+n (R) est fermée comme intersection de parties fermées.

2) Vu les rôles symétriques de A et B, il su¢ t de prouver une implication.

Première preuve : On a A = PBP�1, avec P 2 GLn(C). Ainsi, Ak = PBkP�1:
L�application u :M 7�! PMP�1 est linéaire donc continue. D�où limk!+1Bk = On implique limk!+1Ak = On:

Seconde preuve :
Ak � kPk Bk P�1 en prenant une norme d�algèbre.

Donc limk!+1Bk = On implique limk!+1Ak = On:

3) a) A trigonalisable, semblable à une matrice triangulaire T . On a alors Ak semblable à T k.

Les valeurs propres de Ak sont les coe¢ cients diagonaux de T k. Donc Sp(Ak) = f�k, � 2 Sp(A)g, d�où �(Ak) = �(A)k:

b) Soient B 2Mn(C) et � 2 Sp(B). Il existe X non nul tel que BX = �X. Et N(B) � kBXk
kXk = j�j :

Donc N(B) � �(B). On a donc N(Ak) � �(Ak) = �(A)k:
Si limk!+1Ak = On, c�est-à-dire limk!+1N(Ak) = 0, alors limk!+1 �(A)k = :0, donc �(A) < 1:

c) Soit X 2 Rn. On pose Y = AX: Alors kY k =
Pn

j=1 xjAj

 �Pn
j=1 jxj j kAjk �

Pn
j=1 jxj jN(A) = kY kM:

Donc N(A) �M . Par ailleurs, il existe j tel que kAjk =M . On a ainsi kAEjk = kAjk =M =M kEjk :
Ainsi, M est un majorant qui est atteint, donc N(A) =M:

d) On a 8X, kABXk � N(A) kBXk � N(A)N(B) kXk, donc N(AB) � N(A)N(B):

e) On a NP (AB) � NP (A)NP (B), car (P�1ABP ) = (P�1AP )(P�1BP ):
Donc NP (Ak) � NP (A)k ! 0. Comme NP est une norme, limk!+1Ak = On:

f) Supposons �(A) < 1: On prend " > 0 assez petit pour que �(A) + n" < 1. La matrice A est semblable à une

matrice triangulaire supérieure T dont les coe¢ cients non diagonaux sont en module � ":
Les coe¢ cients diagonaux de T sont en module � �(A).
Comme N(T ) = max1�j�n kAjk � �(A) + (n� 1)", on a N(T ) < 1:
Donc il existe P 2 GLn(C) telle que NP (A) = N(T ) < 1: Par d), limk!+1Ak = On:

4) a) On a
hx; u(x)i
kxk2

=

�
x

kxk ; u
�
x

kxk

��
: Lorsque x décrit U ,

x

kxk décrit S.

Donc sup f(U) = supx2S hx; u(x)i = sup f(S):

Comme f est continue sur S compact, f est bornée et atteint ses bornes sur S, donc aussi sur U .

b) On a kx0k = 1, donc par continuité de la norme kx0 + thk > 0 sur un voisinage V de t = 0:

D�autre part, par a), ' est dérivable et atteint son maximum en t = 0, donc '0(0) = 0:

c) Remarque : Pour obtenir l�expression donnée, il faut noter que hx0; u(h)i = hh; u(x0)i :
En faisant un DL1(0), on obtient '(t) = hx0; u(x0)i+ 2t(hh; u(x0)i � hx0; u(x0)i hx0; hi) + o (t):
Donc '0(0) = hu(x0); hi � hx0; u(x0)i hx0; hi, et comme '0(0) = 0, � = hx0; u(x0)i convient.

d) On a donc 8h 2 E, hu(x0)� �x0; hi = 0:
Donc u(x0)� �x0 est orthogonal à tout vecteur, donc est nul, et x0 est donc un vecteur propre.



e) On raisonne par récurrence sur n = dimE.

On applique l�hypothèse de récurrence à la restriction ujH de u à l�hyperplan H = (x0)
?:

En e¤et, comme la droite D = Rx0 est stable par u symétrique, alors H? est stable par u, et la restriction d�un

endomorphisme symétrique à un sev stable reste symétrique.

5) a) On note que si X 2 Ker(A� Ip), on a AnY0 = Y0, donc BnX = X:

b) Supposons X 2 Im(A� Ip). Il existe Y tel que X = AY � Y .
On a AkX = Ak+1X �AkX, donc BnX =

1

n+ 1

�
An+1X �X

�
:

Comme kAXk � N(A) kXk, alors
An+1X � N(A)n+1 kXk � kXk :

On en déduit que kBnXk �
2

n+ 1
kXk, et donc par pincement, limn!+1BnX = 0:

c) Par a), si X 2 Ker(A� Ip), limn!+1BnX = X:

Donc par b), on a nécessairement Im(A� Ip) \Ker(A� Ip) = f0g:
D�où Im(A� Ip)�Ker(A� Ip): Or, par le th du rang, on a rg(A� IN ) + dimKer(A� IN ) = N:

Donc on a bien Im(A� Ip)�Ker(A� Ip) = Cp:

d) En décomposant X dans Im(A � Ip) � Ker(A � Ip), on déduit de a) et b) que limn!+1BnX = Z, où Z est le

projeté de X sur Ker(A� Ip) parallèlement à Im(A� Ip):

Comme la propriété est vraie pour tout X (et notamment pour les Ej), (Bn)n2N converge vers la matrice de la

projection sur Ker(A� Ip) parallèlement à Im(A� Ip):

6) a) Posons f(t) = hX(t); vi. On a f : [0; 1]! R une fonction de classe C1, et on sait que f 0(t) = hX 0(t); vi :
On a f(0) = f(1), donc par le théorème de Rolle, il existe t 2 [0; 1] tel que f 0(t) = 0:

b) On a
�!
0 = X(1)�X(0) =
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0(t) dt: Par les sommes de Riemann,
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Comme
1

n

Pn
k=1X
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k

n

�
2 C(�), alors �!0 2 C(�):

Remarque culturelle : En fait, � est compact (image continue du compact [0; 1] par X 0).

Et on peut montrer que C(�) est aussi compact, donc en particulier
�!
0 appartient à C(�).

7) a) c0 = 1, c1 =
1

2
et c2 =

�1
8
.

b) Comme kAnk � kAkn et
P
n2N jcnj kAk

n converge (car kAk < 1), alors
P
n2N kcnAnk converge.

Donc la série de matrices
P
n2N cnA

n converge dansMp(C):

c) On munitMp(C) de la norme kAk1 = sup1�i�p;1�j�p jaij j :
La série

P
n2N kcnAnk1 converge (car toutes les normes sont équivalentes).

On en déduit qu�a fortiori,
P
n2N jcn(An)i;j j converge.

Par Fubini, on a MijMjk =
�P
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n)i;j
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On a
Pp
j=1(A

m)i;j(A
n�m)j;k = (A

n)i;k: On peut permuter les sommes
Pp
j=1 et

P
n2N, car l�une est �nie.

D�où on obtient (M2)ik =
Pp
j=1MijMjk =

P
n2N (

Pn
m=0 cncn�m) (A

m+n�m)i;k:

D�où on déduit M2 =
P
n2N (

Pn
m=0 cncn�m)A

n = I2 +A:

d) La série
P+1
n=0 cnN

n est bien dé�nie ici aussi car les termes sont nuls pour n � 3, car N3 = O3:

On pose M = c0I3 + c1N + c2N
2.

Par produit de Cauchy, (c0 + c1x+ c2x2)2 = 1 + x+ un nombre �ni de monômes en x de degré � 3
Donc on a bien M2 = Ip +N .


