Interrogation n°15. Corrigé
1) a) N1(2X) # 2N1(X) et N3(X? — X) = 0, donc Ny et N3 ne sont pas des normes.
En revanche, No(P) = Y ;_, k! |aj| est bien une norme.

b) On a N(P) > 0, et si N(P) =0, alors P admet 0,1, ...,n comme racines, donc P = 0 par degré.
On a de fagon immeédiate N(AP) = |A| N(P) pour tout A € C. Enfin, soient P et Q € C,[X].

On connait l'inégalité triangulaire pour la norme euclidienne canonique dans R™*1.

Done N(P + Q) = \/Z! (P+ Q)R < VE(PE[+ QK2 < /S IPE)I + /X [QK)? = N(P) + N(Q).
2) a) Soit & € [0, 1]. On a f(z) = £(0) + [ f'(¢) dt, done |f(2)| < |F(0)] +@suppg g |£']|£(0)] +supg 1y | ]
Ona [ |f/(8)] dt < [y [f/(D)] di < supepyy If ()], donc |[f[loc < N(f).

b) Avec fn(z) =t"" ona ||full, =1 et N(fn) =n+ 1, donc lim,— 4o

N(fn)
1frll oo

c¢) Considérons fy,(z) = cos(nmz). On a f(z) = nwsin(nrz). On a || fo| o =

= +00, d’ou le résultat.

N(fn)
1frlloo

3) a) Par définition de d(z, F') = inf{||z —a||, a € F}, il existe une suite (a,)nen d’éléments de F' telle que

On a N(f,) =nm fol Isin(nrt)| dt = [ [sin(u)| du=mn [ [sin(u)] du = 2n. Dot limg,_ 4o

_l’_

lim,, 40 ||z — ay|| = d(x, F'). La suite (||z — an||)nen converge donc est bornée.

Donc (ap)nen est bornée (car |lay| < ||an — x| + [|z]]).

b) On peut donc extraire de (an)nen une suite convergente (ay(,))nen vers a € F.

w(n
Comme a — ||a — z|| est continue, alors ||z — a| = d(z, F).

4) a) Soient s et t € R, et A € [0,1]. Posons z(t) = x +ty. On a z(As + (1 — A\)t) = Az(s) + (1 — N)z(¢).

Donc f(As + (1 = A)t) = N(2(t)) < AN(2(s)) + (1 = AN (z(8)) = Af(s) + (1 = A) f(2).

b) Soit t > 0. Ona N(z +yt) < N(z) + N(ty) < N(z) +tN(y) et N(z+yt) > N(yt) — N(z) > tN(y) — N(x)
Donc Vt > 0, 1t

t N
fi) - N(y)’ < ix), donc par pincement, lim; | o —
Variante : Avec la seconde inégalité triangulaire : |f(t) — tN(y)| < N(z + ty — ty) = N(x).
5) a) Supposons A < 1. On a (u,,)/™ < 1 pour n assez grand.

Donc 0 < u,, <1 pour n assez grand, d’out (uy,)nen est bornée.

Supposons A > 1. Pour p tel que 1 < < A, on a (u,)"/™ > p pour n assez grand.

Donc u,, > pu™ pour n assez grand. Donc limy,_, 0 u, = 400.

Remarque : En fait, on peut aussi utiliser directement la composition des limites :

liMy 400 |Un| = limpy— oo ([tn]|/™)" = 400 si A> 1 et 0si A< 1.

1 1
b) Sip < I alors limy,_. o0 (Jan| p")Y/™ = Lp < 1, donc par a), (|an| p")nen est bornée, donc R > 27
1 1 1
Sip> T alors (|ay| p”)l/” = Lp > 1, donc par a), (|ay] ,0”)1/” tend vers +o0, donc R < T Donc R =
1Y 1 1—gq 1
O et = = donc M = = .
6) a) On a g(u) = > 2 nu” T TR onc A-qf 1—g¢
Remarque : 11 s’agit de l'espérance d’une v.a. de loi géométrique G(p).

1 1

1 1 1 1
b) Vx €] — 1,1], f'(z) = Zio%xzn—l_$2=2(1_$+1+x>,doncf(x):21n< +i),ceurf(O):O.




+oo T

Remarque : 11 s’agit en fait d’obtenir la somme des termes impairs de —In(1 —z) = > "> —.
n
In2 —In2
e’ +e 24+1/2 5
c) Ona S =ch(ln2) = = =-.
2"t 1
7) a) On a p(t) = :L“xi série entiére en t de rayon R = ] > 1.
n z
Donc ¢ est C®, et on a ¢/ (t) = > 129 21 = %
—tz
TLtTL
Remarque : On peut aussi utiliser le th sur les séries de fonctions ) fi,(¢), avec f,,(t) =
n
>~ fn converge simplement et > f; converge normalement sur [0, 1], car supy 41 | f5| = [2]"

b) On a ¢'(t) = ((1 — t2)¢'(t) — z) exp(p(t)) = 0, donc ¢ est constante sur I'intervalle [0, 1].

En particulier, on a ¢(1) = ¢(0), c’est-a-dire exp (L(2)) = 1/(1 — 2).
¢)On a |L(2)] < 35 12" ‘ = —In(1 — |z|) par le cours (cf DSE des fonctions usuelles).
d) On a L(zF) = O(|2|¥) et comme 3 |2|" converge, alors 3° L(z*) converge absolument.

1
8) a) Considérons 0 < p < R. Ainsi, (|ap|p"),cy est bornée, donc A = — convient.
p

7
b) Soit z € C. ] |z|" =0 L |z|™ , donc > eN z converge. Donc R’ = +o0.
nl al e n

¢) Pour |z| < 1, 2(") = O(p™) pour tout p (et notamment p < R), donc la série converge.

Pour |z| > 1 et p> R, ]z\(”2) > p" pour n assez grand, donc la série diverge. Donc R” = 1.

n
9) Vo € R*, f(z) = 29 ﬁ série entiere de rayon de cv +o00, donc C* sur R, avec f(0) = 1.
n !

sin . .
De méme pour x — ——, donc g est C° comme quotients de fonctions C*° (car f ne s’annule pas sur R).
T

t
10) F(x) est définie car f(t) = (ZS(—i—xl) vérifie f(t) = O4o0 (e7F).
COS(tl‘) Yoo t2n 2n t2n 2n 2x2n Hoo om
= PR ar— —| dt < — t2re~t dt = 222"
B =0 (2n)1(et v o et + 1) “= @yl TF ¢
t2n 2n
Donc pour |z| < 1, la série Zf0+°° ‘WM dt converge.
" t2nx2n " t2n
Par ITT, on a donc F(z) = :i% C o dt=3° Oanx ot ap, = [/ ———— dt.

O (2n)!(et +1) 0 (2n)!(et +1)

11) a) L’équation caractéristique 22 — 22 — 1 admet comme racines A = 1 + /2 et w=1- V2.

On a donc ¥n € N, by = a A" + 8 " arr=0 LI L
n a donc Vn , bn =« u", avec ,donca=——=et f=——~=.
! aA+ Bu=1 22 22
On a donc b, ~ a A", et ainsi R, = —.
A
2n+1 3 ) L o N
b) On a n < 2. Donc par récurrence immédiate d’ordre 2, a,, < b, d’'ott R, > Ry.
n

¢) Soit € > 0. Pour n > p assez grand, >2—c.

On a donc Vn > p, a, > ¢,, o ¢, est une suite vérifiant ¢,+2 = (2 — €)cpt1 + cn.
(remarque : on définit (c,)n>p par ¢, = ap et cpp1 = apy1).

Ona R, < ;E, ot \. est la plus grande racine (en valeur absolue) de 2% — (2 —¢)z — 1.
Comme lim._,g A\ = A, alors R, < %, d’out on conclut R, = %



