Interrogation n°15. Corrigé

1) - N(X) > 0, avec égalité ssi Vt € [0, 1], |z + ty| = 0 sonc ssi (x,y) = (0,0) (en prenant ¢t =0 et t = 1).
-Ona N(AX) = Nz, \y) = [y [\z + My| dt = |\ N(X)

-Ona N(X +X)= [ @+2)+ My +¢)| dt < [} (|z+ty| + |2’ +ty/]) dt = N(X)+ N(X").

2) a) Premiére preuve : Soit (fn)nen une suite convergeant vers f pour || || -
La convergence uniforme implique la convergence simple, donc lim,_, 4 (fn(0), fn(1)) = (f(0), f(1)).
Par la caractérisation séquentielle, u est continue.
Seconde preuve : Les normes sur R? sont équivalentes. On prend ||(z,y)|| = max(|z], |y])-
On a u est linéaire et ||u(f)| = max(|f(0)|,]f(1)]) < ||f|lw, alors u est 1-lipschitzienne donc continue.
b) On a A =u"1(B), ot B = {(z,y) € R? | zy < 0}.
Or, B est un ouvert de R? (défini par une inégalité stricte et on a (x,%) — zy continue). Donc A ouvert.
¢) Soit f = lim,— o frn appartenant & 'adhérence de A, avec f,, € A. On a Vn € N, £,(0)f,(1) <0.
Par passage a la limite, f(0)f(1) < 0. Donc A n’est pas dense (par exemple, 1 n’est pas dans adhérence).
3)a)Onprend P,(X) =1+ X + X2+ ...+ X" Ona N(P,) =1et |P,]| > P.(1) =n+1.
1P|
N(Pp)

b) E, = R,[X] est de dimension finie, donc les normes sont équivalentes.

Ainsi, limy, 4o = 1, donc les normes || || et N ne sont pas équivalentes sur E.
Donc il existe o, > 0 tel que VP € R,[X], ||P|| > anN(P).

Or, pour tout P € E,,, on a N(E,) > 1 (coefficient dominant), donc || P|| > au, et a fortiori infpeg, || P]| > 0.

Remarque : Une autre solution consiste & montrer que E,, est un fermé dans R, [X].

La distance de 0 & E,, est donc atteinte pour la norme || || et 0 ¢ A, donc d(0, E,) > 0.

4) a) L’application f: K — R z+— |z — a|| est continue car 1-lipschitzienne.
Comme K compact non vide, alors f atteint sa borne inférieure.
b) On a [z — al| = |ly — af| = m.

1 1 1
Or,z—a=-(x—a)+ =z(y—a), donc ||z —a| < im—i—fm:m.

2 2 2
Comme K est convexe, alors z € K, donc ||z — a|| = m par définition de m. Ainsi, z € A.

Remarque culturelle : On montre de facon analogue que A est convexe. Et en fait, on a aussi A compacte.

—1)"
5) a) Premiére méthode : Considérons F(z) = >0 o +(1)()2 n 2):U2”+2
n n

On a F de classe C* sur [0, 1] (série entiére de rayon R = 1), continue sur [0, 1] par convergence normale.

Donc F(1) = fol F'(z) dz.

En effet, pour tout z < 1, F(x) = [ F'(t) dt, et on fait tendre x vers 1~ (d’on le résultat par continuité de F en
1).

1)
Or, Vz € [0,1], F'(x) = >/ (2(n+)l)x2”+1 = arctanz. Donc F(1) = fol(arctan x) dx.



_1)n
Seconde méthode : On a Vx € [0, 1], arctan(z) = 3% f.(x), avec f,(z) = Q:UZ”“.
" (2n+1)
1 (=" 1
Ona [; fu(z) d et fo |fn(2)| dz = On conclut par ITT.

T @2n+1)(2n+2) (2n+1)(2n+2)'

T 1 1 w1
dxz——i [ln(l—i—:pQ)]O:——fan.

b) En intégrant par parties, on obtient S = [z arctan(x fo T3 a2 1 13
x

6) a) La suite (an)nen n’est pas nulle. donc il existe un plus petit entier p tel que a, # 0.
On a alors f(z) ~ apaP par Taylor-Young (on rappelle que f est de classe O™ et que a,, = £ (0)/n!).

b) Supposons par l'absurde que (a,)nen n’est pas nulle. On a par a), f(x) ~ AaP.
ce qui contredit f(%) = 0 lorsque k — +o0.
Remarque : Plus généralement, s’il existe une suite complexe (zp)nen convergeant vers 0 et telle que Vn € N,

f(zn) =0, alors Yn € N, a,, = 0 (appelé principe des zéros isolés).

¢) On pose g(z) = f(z) — . On a alors g DSE sur | — R', R'[, ou R’ = min(1, R).

1
On suppose que Yk € N*, < ) 0. Par b), g est nulle, donc f(z) = 52
T
Par unicité du DSE, on a a, = et R=1.
7) a) On a \p = —v # 0, donc A et p non nuls. La suite (uy)nen est une suite de Fibonacci :

il existe (o, 3) € C? tels que Vn € N, a,, = a\" + Bu" ou Vn € N, a, = (a + Bn)\" (si A = p).

1 1
Le rayon de convergence des séries entieres Y A" et > nA" vaut ’ N Donc R > min (, N T ’> > 0..
b) Premiére méthode :
Soit |z] < R. Ona f(2) = 2+ 312 an422"2 = 2 + 372 (uan i1 +va,)2" 2 = 2 + (uz +v22) f(2).
z

D =

onc f(2) 1—uz—vz?
Seconde méthode :
SiA# pu,onaa, =a\"+pu", donc f(z) = @4 B .

1—=JXz 1—puz
= 1

Comme ag = 0 et a1 = 1, alors { Z;——i—ﬁ,@,uoz 1 donc oo = —f3 = m

Remarque : On procéde de méme si A = pu.
Remarque : Ona (1 = A2)(1—pz) =1— A+ p)z+ (Aw)z? =1 —uz — vz

On retrouve donc ’expression précédente en fonction de u et v, en calculant la fraction.

8) a) Il suffit que la série de fonction 370 n(n — 1)...(n — k + 1)a,t™ converge normalement sur [0, 1].

Comme n(n — 1)...(n — k + 1) ~ n¥, cette condition équivaut a : "+ n¥a, < +oc.
Remarque : En fait, c’est une condition nécessaire et suffisante (cf propriété au programme, admise).

2 2
b) On a, pour t € [0,1], Gx(t) = > pg"t ﬁ Donc G’y (t) = # et G%(t) = ﬁ

Les séries >, %9 n*a,, convergent pour tout k € N. Par a), on a donc E(X) = G’y (1) et E(X?) = G% (1) + G’ (1).
2¢°% ,a _2¢® a_a2¢+p) _q(l+q)
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9) a) On a cht > iet, donc a, = 0+°° T dt < a, = 2f =2'(n+1) =n!
¢
b) On a 2502 =y (1) 2 On fixe €] —1,1[ et on pose f,(t) = (—1)" £ o
n z°". On fixe x €] — 1, n =(-1)"—==x
cht (2n)! POSE Jn (2n)!
t2n
Ona [;7°[fa(t)| dt = [ (2n)‘$2” = (gin)':c% < 22" par a). Donc Y [7°°|f,(t)| dt converge.
t
D’autre part, f:t — cos(tz) est continue.
c
Donc par ITT, F(z) = > 0 X fa(t) dt = ;2%(—1)”%@2”. Donc F est DSE de rayon R > 1.
n)!
10) a) Supposons f € Ey définie par f(z) = Y1 a,2"
Alors F(z) =Y+ ncf: 1x”, avec en particulier F(0) = ag = f(0).
Donc F € Ey et ainsi, u est bien défini de Fy dans Ej.
On a u(f) = Af ssi Vn € N, % = \a,, car deux séries entiéres coincidant sur un voisinage de 0" sont égales.
n
Supposons f non identiquement nulle. Il existe donc p € N tel que ap = 0. Donc A\ = ﬁ.
De plus, on a alors nécessairement Vn = p, a, = 0, car 75 ﬁ
p

1
On en conclut que les seules valeurs propres sont les A = T et qu’alors E) = RaP.

b) Remarque : F' est bien continue en 0, donc v est bien défini.

Supposons v(f) = Af. Alors Az f(x) = F(x), donc \e F'(x) = F(z).

Si A =0, alors F' est identiquement nulle, donc f aussi. Donc 0 n’est pas valeur propre de v
Supposons A # 0. Alors F(z) = Kz'/*, donc f(z) est de la forme La'/A~1,

Comme f est continue en 0, alors % —1 >0, cest-a-dire A €]0, 1]. Réciproque aisée.

On en déduit que les valeurs propres de v sont les A €]0, 1], et que E) = Rz /A1,



