
Interrogation no15. Corrigé

1) - N(X) � 0, avec égalité ssi 8t 2 [0; 1], jx+ tyj = 0 sonc ssi (x; y) = (0; 0) (en prenant t = 0 et t = 1).

- On a N(�X) = N(�x; �y) =
R 1
0 j�x+ �tyj dt = j�jN(X)

- On a N(X +X 0) =
R 1
0 j(x+ x

0) + �(y + y0)j dt �
R 1
0 (jx+ tyj+ jx

0 + ty0j) dt = N(X) +N(X 0):

2) a) Première preuve : Soit (fn)n2N une suite convergeant vers f pour k k1 :

La convergence uniforme implique la convergence simple, donc limn!+1 (fn(0); fn(1)) = (f(0); f(1)) :

Par la caractérisation séquentielle, u est continue.

Seconde preuve : Les normes sur R2 sont équivalentes. On prend k(x; y)k = max(jxj ; jyj):

On a u est linéaire et ku(f)k = max(jf(0)j ; jf(1)j) � kfk1, alors u est 1-lipschitzienne donc continue.

b) On a A = u�1(B), où B = f(x; y) 2 R2 j xy < 0g.

Or, B est un ouvert de R2 (dé�ni par une inégalité stricte et on a (x; y) 7�! xy continue). Donc A ouvert.

c) Soit f = limn!+1 fn appartenant à l�adhérence de A, avec fn 2 A. On a 8n 2 N, fn(0)fn(1) < 0:

Par passage à la limite, f(0)f(1) � 0. Donc A n�est pas dense (par exemple, 1 n�est pas dans l�adhérence).

3) a) On prend Pn(X) = 1 +X +X2 + :::+Xn. On a N(Pn) = 1 et kPnk � Pn(1) = n+ 1:

Ainsi, limn!+1
kPnk
N(Pn)

= 1, donc les normes k k et N ne sont pas équivalentes sur E.

b) En = Rn[X] est de dimension �nie, donc les normes sont équivalentes.

Donc il existe �n > 0 tel que 8P 2 Rn[X], kPk � �nN(P ):

Or, pour tout P 2 En, on a N(En) � 1 (coe¢ cient dominant), donc kPk � �n, et a fortiori infP2En kPk > 0:

Remarque : Une autre solution consiste à montrer que En est un fermé dans Rn[X]:

La distance de 0 à En est donc atteinte pour la norme k k et 0 =2 �, donc d(0; En) > 0:

4) a) L�application f : K ! R x 7�! kx� ak est continue car 1-lipschitzienne.

Comme K compact non vide, alors f atteint sa borne inférieure.

b) On a kx� ak = ky � ak = m.

Or, z � a = 1

2
(x� a) + 1

2
(y � a), donc kz � ak � 1

2
m+

1

2
m = m:

Comme K est convexe, alors z 2 K, donc kz � ak = m par dé�nition de m: Ainsi, z 2 �:

Remarque culturelle : On montre de façon analogue que � est convexe. Et en fait, on a aussi � compacte.

5) a) Première méthode : Considérons F (x) =
P+1
n=0

(�1)n
(2n+ 1)(2n+ 2)

x2n+2:

On a F de classe C1 sur [0; 1[ (série entière de rayon R = 1), continue sur [0; 1] par convergence normale.

Donc F (1) =
R 1
0 F

0(x) dx.

En e¤et, pour tout x < 1, F (x) =
R x
0 F

0(t) dt, et on fait tendre x vers 1� (d�où le résultat par continuité de F en

1).

Or, 8x 2 [0; 1[, F 0(x) =
P+1
n=0

(�1)n
(2n+ 1)

x2n+1 = arctanx: Donc F (1) =
R 1
0 (arctanx) dx:



Seconde méthode : On a 8x 2 [0; 1[, arctan(x) =
P+1
n=0 fn(x), avec fn(x) =

(�1)n
(2n+ 1)

x2n+1:

On a
R 1
0 fn(x) dx =

(�1)n
(2n+ 1)(2n+ 2)

et
R 1
0 jfn(x)j dx =

1

(2n+ 1)(2n+ 2)
: On conclut par ITT.

b) En intégrant par parties, on obtient S = [x arctan(x)]10 �
R 1
0

x

1 + x2
dx =

�

4
� 1
2

�
ln(1 + x2)

�1
0
=
�

4
� 1
2
ln 2:

6) a) La suite (an)n2N n�est pas nulle. donc il existe un plus petit entier p tel que ap 6= 0:

On a alors f(x) � apxp par Taylor-Young (on rappelle que f est de classe C1 et que an = f (n)(0)=n!):

b) Supposons par l�absurde que (an)n2N n�est pas nulle. On a par a), f(x) � �xp:

ce qui contredit f( 1k ) = 0 lorsque k ! +1.

Remarque : Plus généralement, s�il existe une suite complexe (zn)n2N convergeant vers 0 et telle que 8n 2 N,

f(zn) = 0, alors 8n 2 N, an = 0 (appelé principe des zéros isolés).

c) On pose g(x) = f(x)� 1

1 + x
. On a alors g DSE sur ]�R0; R0[, où R0 = min(1; R).

On suppose que 8k 2 N�, g
�
1

k

�
= 0. Par b), g est nulle, donc f(x) =

1

1 + x
:

Par unicité du DSE, on a an = (�1)n et R = 1:

7) a) On a �� = �v 6= 0, donc � et � non nuls. La suite (un)n2N est une suite de Fibonacci :

il existe (�; �) 2 C2 tels que 8n 2 N, an = ��n + ��n ou 8n 2 N, an = (�+ �n)�n (si � = �).

Le rayon de convergence des séries entières
P
�n et

P
n�n vaut

1

j�j . Donc R � min
�
1

j�j ;
1

j�j

�
> 0::

b) Première méthode :

Soit jzj < R. On a f(z) = z +
P+1
n=0 an+2z

n+2 = z +
P+1
n=0(uan+1 + van)z

n+2 = z + (uz + vz2)f(z):

Donc f(z) =
z

1� uz � vz2 :

Seconde méthode :

Si � 6= �, on a an = ��n + ��n, donc f(z) =
�

1� �z +
�

1� �z :

Comme a0 = 0 et a1 = 1, alors
�
�+ � = 0
��+ �� = 1

, donc � = �� = 1

�� �:

Remarque : On procède de même si � = �.

Remarque : On a (1� �z)(1� �z) = 1� (�+ �)z + (��)z2 = 1� uz � vz2:

On retrouve donc l�expression précédente en fonction de u et v, en calculant la fraction.

8) a) Il su¢ t que la série de fonction
P+1
n=0 n(n� 1):::(n� k + 1)antn converge normalement sur [0; 1].

Comme n(n� 1):::(n� k + 1) � nk, cette condition équivaut à :
P+1
n=0 n

kan < +1:

Remarque : En fait, c�est une condition nécessaire et su¢ sante (cf propriété au programme, admise).

b) On a, pour t 2 [0; 1], GX(t) =
P+1
n=0 pq

ntn =
p

1� qt : Donc G
0
X(t) =

pq

(1� qt)2 et G
00
X(t) =

2q2p

(1� qt)3 :

Les séries
P+1
n=0 n

kan convergent pour tout k 2 N. Par a), on a donc E(X) = G0X(1) et E(X2) = G00X(1)+G
0
X(1):

On en conclut E(X) =
pq

p2
=
q

p
=
1

p
� 1 et E(X2) =

2q2p

p3
+
q

p
=
2q2

p2
+
q

p
=
q(2q + p)

p2
=
q(1 + q)

p2
:



9) a) On a ch t � 1

2
et, donc an =

R +1
0

tn

ch t
dt � an = 2

R +1
0

tne�t

ch t
dt = 2�(n+ 1) = n!

b) On a
cos(tx)

ch t
=
P+1
n=0(�1)n

t2n

(2n)!
x2n: On �xe x 2]� 1; 1[ et on pose fn(t) = (�1)n

t2n

(2n)!
x2n:

On a
R +1
0 jfn(t)j dt =

R +1
0

t2n

(2n)!
x2n =

a2n
(2n)!

x2n � x2n par a). Donc
PR +1

0 jfn(t)j dt converge.

D�autre part, f : t 7�! cos(tx)

ch t
est continue.

Donc par ITT, F (x) =
P+1
n=0

R +1
0 fn(t) dt =

P+1
n=0(�1)n

a2n
(2n)!

x2n. Donc F est DSE de rayon R � 1:

10) a) Supposons f 2 E0 dé�nie par f(x) =
P+1
n=0 anx

n:

Alors F (x) =
P+1
n=0

an
n+ 1

xn, avec en particulier F (0) = a0 = f(0).

Donc F 2 E0 et ainsi, u est bien dé�ni de E0 dans E0:

On a u(f) = �f ssi 8n 2 N, an
n+ 1

= �an car deux séries entières coïncidant sur un voisinage de 0+ sont égales.

Supposons f non identiquement nulle. Il existe donc p 2 N tel que ap = 0. Donc � = 1
p+1 :

De plus, on a alors nécessairement 8n 6= p, an = 0, car
1

n+ 1
6= 1

p+ 1
:

On en conclut que les seules valeurs propres sont les � =
1

p+ 1
, et qu�alors E� = Rxp:

b) Remarque : F est bien continue en 0, donc v est bien dé�ni.

Supposons v(f) = �f . Alors �xf(x) = F (x), donc �xF 0(x) = F (x):

Si � = 0, alors F est identiquement nulle, donc f aussi. Donc 0 n�est pas valeur propre de v

Supposons � 6= 0. Alors F (x) = Kx1=�, donc f(x) est de la forme Lx1=��1:

Comme f est continue en 0, alors 1� � 1 � 0, c�est-à-dire � 2]0; 1]. Réciproque aisée.

On en déduit que les valeurs propres de v sont les � 2]0; 1], et que E� = Rx1=��1:


