
Interrogation no15. Barème sur 24 pts

1) [1.5 pt] On considère pour X = (x; y) 2 R2, N(x; y) =
R 1
0 jx+ tyj dt:

Montrer brièvement que N est une norme sur le R-espace vectoriel E = R2.

2) On considère E = C0([0; 1];R) muni de la norme kfk1 = sup[0;1] jf(t)j :

a) [1 pt] Montrer que l�application u : E ! R2 f 7�! (f(0); f(1)) est continue.

b) [1 pt] On note A l�ensemble des fonctions f 2 E telles que f(0)f(1) < 0:

Montrer que A est une partie ouverte de E.

c) [1 pt] La partie A est-elle dense dans E ? Justi�er votre réponse.

3) On munit E = R[X] des normes

kPk = sup
t2[0;1]

jP (t)j et N(P ) = max
0�k�n

jakj où P (X) =
nX
k=0

akX
k

a) [1.5 pt] Montrer que les normes k k et N ne sont pas équivalentes sur E.

b) [1.5 pt] Soit n 2 N. On note En l�ensemble des polynômes unitaires de degré n.

En utilisant la comparaison des normes, montrer que infP2En kPk > 0:

4) Soit un espace vectoriel normé (E; k k) de dimension �nie.

Soit K une partie de E non vide, compacte (= fermée bornée) et convexe. Soit a 2 E.

On pose m = inffkx� ak, x 2 Kg et � l�ensemble des x 2 K tels que kx� ak = m:

a) [1 pt] Montrer que � n�est pas vide.

b) [1.5 pt] Montrer que si x et y 2 �, alors z = x+ y

2
2 �:

5) a) [2 pts] On pose S =
P+1
n=0

(�1)n
(2n+ 1)(2n+ 2)

: Montrer que S =
R 1
0 arctan(x) dx:

b) [1 pt] En déduire que S =
�

4
� 1
2
ln 2:

6) Soit f :]�R;R[! R dé�nie par une série entière f(x) =
P+1
n=0 anx

n de rayon de convergence R > 0 :

a) [0.5 pt] On suppose que f n�est pas identiquement nulle.

Montrer (avec le cours) qu�il existe p 2 N et � 2 C� tels que f(x) � �xp en x = 0:

b) [1 pt] On suppose que 8k 2 N�, f
�
1

k

�
= 0. Montrer que f est nulle, c�est-à-dire 8n 2 N, an = 0:

c) [1 pt] On suppose que 8k 2 N�, f
�
1

k

�
=

k

k + 1
. Déterminer (an)n2N:



7) Soient u et v 2 C, avec v 6= 0. On considère la suite (an)n2N dé�nie par

a0 = 0, a1 = 1 et 8n 2 N, an+2 = uan+1 + van

On note � et � les racines complexes du polynôme X2 � uX � v:

a) [1.5 pt] On note R le rayon de convergence de
P
anz

n Montrer que R > 0:

b) [1 pt] Donner une expression simple de f(z) =
P+1
n=0 anz

n pour jzj < R.

8) a) [1 pt] Soit X : 
! N une v.a. entière. On pose 8n 2 N, an = P (X = n) et 8t 2 [0; 1], GX(t) =
P+1
n=0 ant

n:

Soit k 2 N. Donner sans justi�cation une condition su¢ sante (sur (an)n2N) pour que GX soit de classe Ck sur

[0; 1], et que la valeur de la dérivée k-ième de GX soit obtenue en sommant les dérivées k-ième.

b) [1.5 pt] Soit p 2]0; 1[. On pose q = 1� p.

On suppose que X : 
! N suit une loi géométrique G(p), c�est-à-dire 8n 2 N, an = pqn:

Expliciter sans justi�cation GX(t): En déduire brièvement (en fonction de p et q) les valeurs de E(X) et E(X2).

Remarque : On ne demande pas de simpli�er les expressions obtenues.

9) a) [0.5 pt] On pose an =
R +1
0

tn

ch t
dt. En minorant ch t, montrer que an � 2n!

b) [2 pts] Montrer que F (x) =
R +1
0

cos(tx)

ch t
dt est DSE en 0:

10) On pose E = C0([0;+1[;R) et on note E0 le sev des fonctions de E qui sont DSE sur [0;+1[:

Autrement dit, f 2 E0 ssi il existe une suite (an)n2N telle que 8x 2 [0;+1[, f(x) =
P+1
n=0 anx

n.

Pour f 2 E, on note F la fonction (appartenant à E) dé�nie par

F (0) = f(0) et 8x 2]0;+1[; F (x) =
1

x

Z x

0
f(t) dt

a) [1 pt] (F) Déterminer les valeurs propres de l�endomorphisme u : E0 ! E0 f 7�! F:

b) Question supplémentaire. Déterminer les valeurs propres de l�endomorphisme v : E ! E f 7�! F:


