Interrogation n°14. Baréme sur 23 pts

1) [1 pt] Soit 3 a,a™ une série entiére de rayon R > 0.Pour 2 €] — R, R[, on pose f(z) = %0 a,z".
xn—l—l
En utilisant les théorémes sur les séries de fonctions, montrer : Va €] — R, R[, [y f(t) dt =3 n
0 N R 2z
2) a) [0.5 pt] On pose Vn € N*, Vz € R, f,(z) = R
Montrer que ) f,, converge normalement sur [—a, a|, pour tout a > 0.
22
b) [2 pts] Montrer que G(x) = [/ <1 + 2) est définie sur R et est de classe C?.
n
3) Soit f: [0, +o0o[— R une fonction strictement positive, décroissante, continue et intégrable.
On pose J = [;7° f(t) dt.
a) [1.5 pt] Montrer que S(z) = > f(nz) est bien définie pour tout = > 0, et que S est continue sur ]0, +0o].

b) [1 pt] Déterminer un équivalent de S(x) lorsque z — 0", qu’on exprimera en fonction de J.

Int 1
4) [2.5 pts] On vérifie (admis) que, pour x > 0, @ : t — ?7 décroit sur [m(x),4oo[, ot m(x) = exp () .
x

400 (_ )nil

Montrer que f(z) = > ) est de classe C! sur ]0, +o0.

5) [2 pts] Soit > a, 2™ une série entiére de rayon de convergence R.

Donner sans justification le rayon de cv (en fonction de R) de chacune des séries entiéres suivantes :
a) San(Inn)272" 5 b) Ylan| 2" ; ¢) Yann222" 5 d) (1 + |an/?)z"

6) Pour n € N, on pose a,, = foﬂ/2 cos(t)™ dt. On admet que a, ~ 21 lorsque n tend vers +oo.

\ 2n
a) [0.5 pt] Donner le rayon de convergence R de la série entiére ) a,x"”, en justifiant votre réponse.
b) [1.5 pt] La série > ana™ converge-t-elle lorsque = R 7 lorsque z = —R ?

1
c) [1.5 pt] Soit = €] — 1, 1[. Montrer avec soin que Y0 a,2" = fﬂ/Q dt.

01— 2zcos(t)
7) Soit > a,z™ une série entiére de rayon de convergence R vérifiant 0 < R < +00.

a) [1 pt] Montrer qu'’il existe un réel A > 0 tel que a, = O(A\").

an .

b) [0.5 pt] Déterminer le rayon R’ de la série entiere ) — 2"
n!

¢) [0.5 pt] (¥) Donner sans justification le rayon R” de la série entiere 3 a,2("").



8) Soient X et Y : Q — N deux variables aléatoires entiéres indépendantes. On pose | Z = X +Y |
On pose Vt € [0,1], Gx () = 320 ant™, Gy (t) = Y. 25 but™ et Gz (t) = S5 cnt™
a) [0.5 pt] Exprimer sans justification c, en fonction des ay, et des by.

b) [1.5 pt] Dans chacun des trois cas suivants, expliciter (sans calcull) ¢,.

n n

A
(i) an = e*)‘j et by, = e*"u—', ol A et p sont deux réels strictement positifs
n! n!
1 1
(ii) an = 2—N(]X) et b, = Q—M(]\f), ou N et M sont des entiers fixés (ainsi, Vn > N, a,, = 0 et Vn > M, b, = 0)
1 1
(iii) (*)an:N+1 siOSnSNetanzosinzN;bn:M+1 sio<n<Metb,=0sin> M.

9) [1.5 pt] Soit Y a,z™ et > b,2" deux séries entiéres de rayons respectifs Ry et Ro.

On pose ¢, = max(|ay,|, |by|). Déterminer le rayon R de convergence de Y ¢,,2". Justifier votre réponse.

Ap— 1 Qp—
10) Soit (an)nen définie par ag =1, et Vn > 1, ap + Y p_, %'k =0, c’est-a-dire a,, = 3 > orq nle
a) [1 pt] Montrer que Vn € N, |a,| < 1. Que peut-on dire du rayon de convergence R de > apz" 7

+00azn: 2
n=0"m 1+e*

b) [1 pt] Montrer que pour tout nombre complexe z tel que |z| < R, on a

c) [1.5 pt] (%) En déduire que Vz € |—R, R|, tan <§> = Y0 (1) gy a2k,



