Interrogation n°12. Corrigé

1) a) P(X=n|N=m)=P(> ", Zi=n|N=m)=P((>", Z;=n), car N indépendant des Z;.
Comme les Z; sont indépendantes, la loi de >, Z; est la loi binomiale B(m, p).
Donc P(X =n) =3 (Mp"¢™ "am .

m=0

b) Pour Y, il suffit de permuter les roles de p et ¢. Donc P(Y =n) =S (m) q P "a,,.

m=0 \n

2) a) Comme Y et —Y ont méme loi, alors f(Y') et f(—Y") ont méme loi.

Comme f est impaire, f(—=Y) = —f(Y). Donc Donc E(f(Y)) = E(—f(Y)) = —E(f(Y)). D’ou E(f(Y)) =0.

b) On a ch(X +Y) = (ch X)(chY) + (sh X)(shY).
Comme X et Y sont indépendantes, ch X et chY sont indépendantes. De méme pour sh X et shY.
Donc E(ch(X +Y)) = E(chX)E(chY) + E(sh X)E(shY).

Par a) appliqué a la fonction impaire sh, on a E(sh X) = 0. D’ou le résultat.

3)a) E(Z)=p—q=2p—1etV(Z)=E(Z?) - E(Z)?=1- 1%
b) p, = np et V(S,) =nV(2) = n(1 — u?).

¢)Onapu=2p—1>0,donc y, >0 pour tout n € N*.
V(5n)

(Sn, <0) C P(|Sn — | > 1y,) et par Bienaymeé-Tchebychev, P(|S, — p,| > 1) < 2
n

1— p?
nu?

Donc P(S, <0) <

— 0 lorsque n — +o0, donc lim,,_, 4 P(S, > 0) = 1.

n 1
d) Lorsque p = %, p=0et V(Z)=1.Donc P(|S,| > Ky/n) < ‘;égn) =%

e) (=Sn) = > p_1 (=Zy). Comme Z et —Z ont méme loi, et que les v.a. (—pz;) sont elles aussi indépendantes,

alors S,, et —5,, ont méme loi.

f) exp(tSy) = exp(tZ1)...exp(tZy).

t

Comme les exp(tZy,) sont indépendantes, E(e?n) = E(e!?)" = (cht)", car E(Z) = 3e ' + 1e'.

N[ =

g) Pour t > 0, s — exp(st) est strictement croissante, donc (S, > K\/n) = (etSr > etEVn),

E(etS") 6m§2/2

Par Markov appliquée a e > 0, on obtient : P(S, > Ky/n) = P(e!Sr > etEvn) < RV S RV

h) Par symétrie de la loi de S, on obtient P(|S,| > K+/n) = 2P(S,, > K+\/n).

On choisit ensuite ¢t = % de sorte & minimiser %nt2 — K+/n, ce qui donne le résultat souhaité.

4) a) X;, X1 et X, Xon41 sont indépendantes dés qu’elles portent sur 4 v.a. distinctes, donc lorsque m > n + 1.

On a donc Cov(Y,,Y:,) = 0 pour tout m > n + 1.



On a Cov(Yy, Yui1) = BE(Xn X2 1 Xpnt2) — E(XnXn41)E(Xpt1Xnt2) = E(X?)E(X)? — E(X?)? = BE(X?)V(X).
Enfin, Cov(Y,,Y,) = V(Y,) = E(X?)? — E(X)%.
b) On a E(T,) = >3 E(Yy) = nE(X)2

Done V(Ty,) = > 75 V(i) + 23,4, Cov(Yj, Yi) = 355 VI(Ye) +2 S Cov(Y, Y1) = O(n) + O(n) = O(n).

nn n’
b) Ny =3 .cala,, ot 14, est la fonction caratéristique de I'événement A, : f(z) = y.

1
Comme les Z, sont indépendantes, alors N, est la somme de n variables indépendantes de loi B <> .
n

1
Ce qui permet de conclure que N, suit la loi binomiale B <n, > .
n

c) OnaX:ZyeAlBy,ou By, : N, > 2.

1\" 1 "
Par b), P(By) =1—P(N,=0)— P(N,=1)=1— <1—> - ()= <1—> :
n n n
. y ) 1 n 1 n—1
Par linératié de l’espérance, on a donc B(X)=n|1—-(1—-—=] —(1—— .
n n

Remarque : Exo inspiré d’un oral de '’X ot on demande de prouver que E(X) ~ioo n (1 — 26_1) .

(X0 = V)

6) Par Markov, P(| X, — \| > ¢) = P((X, — \)? >¢?) < 5

£
Or, X, — A= X, — B(X,)) + BE(X,,) — A, donc par Pythagore, E((X,, — \)?) = V(X,,) + (E(X,) — \)2.

Par pincement, on en conclut lim,,_, 1 P(|X, — A| > ¢) =0.

7)a) Y2 =30 Z2 ||ael® + 23 ZiZk (g, ) -
Or, E(Z}) = E(1) =1 et E(Z;Z;) =0si j < k. Donc E(Y?) = n.
b) Supposons par I'absurde V(eq,...,&,) € {—1,1}", ||>p_; exzil > V7.

Avec les notations de a), on a Y2 > n, donc a fortiori, F(Y?) > n, ce qui contredit a).

8) a) lim, 4o PR, = 0 car pR;, < Z;ﬁ; kay, reste de la série E(X) = Z;;’;H kay,.

b) On a toujours card Z,, < n.
Posons A, ={0,1,2,...p—1} et A, =N\ A,. On a Z, = card(Z, N A,) + card(Z, N A,).
D’une part, on a : card(Z, N A,) < card(A,) = p. D’autre part, on a : card(Z, NA,) < Y7, 1x,>p-

Donc E(Zy) < card(Ap) + nP(X > p) = p+nR,.

c) En prenant p = /n et sachant que R, = o (%), on obtient bien E(Z,) = O(y/n).



