Interrogation n°11. Corrigé
1) Ona A=U"1SU =UTSU, donc AT =UTSTU = UTSU.

Variante : L’endomorphisme canoniquement associé & A est symétrique car dans la BON définie par U, sa matrice

est symétrique. Donc A est symétrique (matrice de u dans la base canonique qui est une BON).

2) Le polynéme annulateur X3 — X admet 0, 1 et —1 comme racines.
Ainsi, A est symétrique donc orthodiagonalisable, et Sp(A) C {0,1,—1}.
Donc A = UTDU, avec U € O,(R) et D diagonale par blocs de blocs O, I, et —I,.

Réicproquement, ces matrices sont symétriques (par 1)) et A% = A car D3 = D et A semblable & D.

3) Par le th spectral, il existe une BON (ey, ..., e,) composée de vecteur de u vérifiant u(ej) = Aje;.
Pour z = Y1 | wie;, on a (z,u(z)) = >0 \iz?. Avec z =Y 1 | €;, on a bien (z,u(z)) =Y 1 A\ =0.

4) a) Ona (X | ATAX) = | AX|?.
(X | ATAX)

T A Donc N(A)? = A, c'est-a-dire N(A) = V.

Par le cours (Haiisdorffien), on a supx 4

&uD) ¢ 0,1

5) a) Soit A € Sp(u). Il existe x non nul tel que u(xz) = Az. On a A =
b) Soient u et v € A. Soit A € [0,1]. Posons w = Au + (1 — A)v.
On aVz € E, (x,w(z)) = Az,u(x)) + (1 — N) (z,v(z)) .

Commme 0 < (z,u()) < || et 0 < (z,v(2)) < al]%, alors 0 < (z,w(@)) < (A+1 - A) o> = ],

Donc w € A, et ainsi A est convexe.

6) a) On a a;; = (E; | AE;). Donc ay; = (E; | AE;) >0

D’autre part, pour tout ¢t € R, (E; + tE; | A(E; +tE;)) > 0, c’est-a-dire a;; + 2ta;j + t2aj; > 0.

Le discriminant de ce polynéme en ¢ est donc < 0, donc a?j < ajiajj.

Remarque : Si A était définie positive, on pourrait appliquer directement Cauchy-Schwarz.

En fait, I'inégalité de Cauchy-Schwarz est vraie pour toute forme bilinéaire symétrique positive.

b) Soit X = (x;)ics € RP. On pose X' définie par z} = x; si i € J et 0 sinon.

Alors (X | BX) =Y, ZJ 1 aijrizy = (X' | AX'), donc (X | BX) > 0.

Remarque : On retrouve alors a) en considérant les sous-matrices positives diagonales d’ordres 1 et 2.
7) a) Comme A est symétrique définie positive, (, ) est un produit scalaire.
Ona(X,MY)=(X|AMY)= (X | BY).

Comme B est symétrique, (X | BY ) = (BX |Y), donc M est symétrique pour ( , ).

b) (, ) est un produit scalaire car A € S;7T(R).

L’endomorphisme M est auto-adjoint pour le produit scalaire ( , ), donc est diagonalisable.

c) En termes de (, ), les propriétés demandées s’écrivent aussi (Z;, Zj) = 0,5 et (Z;, M Z;) = Xjdy.
Or, par le th spectral M est diagonalisable dans une BON (71, ..., Z,) de R™ pour (, ).

Comme (71, ..., Zy,) est orthonormée, on a (Z;, Z;) = 6;5, et MZ; = X\;Z;, donc (Z;, M Z;) = Xjdi;.



Remarque : Avec P = (Zy,...,Z,), on a ainsi PTAP = I,, et PTBP = D = Diag(\1, ..., An).

8) a) Par le théoréme spectral, il existe une base orthonormée U = (Uy,...,U,) € O,(R) composée de vecteurs

propres de A. Quitte a changer Uy en —U; (qui reste un vecteur propre), on a U € O;f (R).

Donc U 'AU = D diagonale.

b) (i) O5 (R) est commutatif, donc si U € OF (R), on a U'RU = U"'UR = R.

(ii) Posons A = U 1RU. On a A € O2(R) comme produit de matrices orthogonales.

De plus, det A = det R et tr A = tr R, donc (vu les matrices de rotation M(f)) ona A= Rou A=R'.

Réciproquement, on a R’ = U~'RU en prenant U = Diag(—1,1) € O2(R).

9)a)OnaP(XZ=u2)=PXZ=zx|Z=1)P(Z=1)+P(XZ=x|Z=-1)P(Z=-1).
PXZ=xz|Z=1=PX=x|Z=1)=P(X =x) car X et Z sont indépendantes

Ona { PXZ=xz|Z=-1)=P(X=—-x|Z=-1)=P(X =—x) car X et Z sont indépendantes

On en déduit P(XZ =) = 1P(X =2) + 1 P(X = —2) = P(X = z), car X est symétrique.

b) On a a nowveau P(XZ =2,YZ =y)=iP(XZ=2,YZ =y | Z=1)+3P(XZ=2,YZ=y| Z=-1).
Donc P(XZ =2, YZ=y)=iP(X =2,Y =y | Z=1)+ 1P(X = —2,Y = —y | Z = —1).

Comme Z indépendante de (X,Y),ona P(X =z2,Y =y | Z=1)=P(X =z,Y =y).

Comme X et Y sont indépendantes, P(X =z,Y =y) = P(X =2)P(Y =y).

De méme, P(XZ =2,YZ =y |Z=-1)=P(X =—-2,Y =—y)=P(X =2)P(Y =y).

On en conclut que P(XZ =2,YZ =y) = P(X =x)P(Y =y).

Par a), on conclut P(XZ =xz,YZ =y) = P(XZ =x)P(YZ = y). Donc XZ et YZ sont indépendantes.

10) Comme X et Y sont indépendantes, la loi de (X,Y’) ne dépend que des lois marginales de X et Y.
Comme X et Y ont méme loi et sont indépendantes, alors (X,Y") et (Y, X) ont méme loi.

Il en est donc de méme de f(X,Y) et f(Y, X) pour toute fonction f définie sur RY x RY.
x

:U—I-y'

On conclut en considérant f(z,y) =

11) Considérons A:3n € N*, X,, =0. Ona A = |12 (X, = 0).

_ — 1
On a A =(29(X, # 0). Par indépendance et continuité décroissante, P(A) = [ (1 i 1> .

1 1 1 _
Ona) In <1 - m) diverge vers —oo, car In <1 o 1> ~ Donc P(A) = exp(—o0) = 0.

k 1

1
Remarque : En fait, on a aussi ici [[;_, <1 — k:+1) =11, 1= ntl
n

12) On considere 3% (S5, lanb™)) = S5 (Ja” 55, 97 = (355 la]) (S5 6™

— 0 lorsque n — +o0.

Comme }a" et 0™ converge, alors la famille est sommable, c’est-a-dire } -, ez [a"0™] < 4o00.

[ee) [ee] nim o0 n X 1m 1 1
On a alors 37, ,)en2 a0 = a0 (ZmZoad™) = (20 a") (ZnZob ):1_a1_b'

13) a) On a A = ey <ﬂn2p (X € [—8,8])), donc A; est un événement.

b) Ona B =)

-0 Ae, mais il ne s’agit pas d’une intersection au plus dénombrable d’événements.

1
C’est pourquoi on se limite aux ¢ = o avec k € N*. On a B = (- A1k, donc B est un événement.



