
Interrogation no7. Barème sur 23.5 pts. Durée 1h45mn

Notations : Tout vecteur X 2 Kn est identi�é à la matrice colonne X 2Mn;1(K):

Pour une matrice A 2 Mn;p(K), on notera aussi A l�application linéaire canoniquement associée à la matrice A,

c�est-à-dire l�application X 7�! AX dé�nie de Kp dans Kn:

1) a) [3 pts] Soit f : [0;+1[! R continue par morceaux et bornée. On pose M = sup jf j :

(i) On pose 8x > 0, L(x) =
R +1
0 f(t) e�tx dt. Montrer que L est de classe C1 sur ]0;+1[.

(ii) On suppose de plus que f est continue en 0 et que f(0) 6= 0:

Justi�er avec soin que L(x) �+1
f(0)

x
lorsque x tend vers +1.

b) [1.5 pt] On suppose f : [0;+1[! R de classe C1, f 0 bornée, f(0) = 0 et f 0(0) 6= 0: On pose M = sup jf 0j :

Montrer que L(x) =
R +1
0 f(t) e�tx dt existe pour tout x > 0, et déduire de a) que L(x) �+1

f 0(0)

x2
.

c) [1 pt] En utilisant a), déterminer un équivalent de J(x) =
R 1
0 e

�x arctan(�) d� lorsque x tend vers +1:

2) [2 pts] Soit (an)n2N une suite de réels strictements positifs telle que la fonciton f : x 7�!
P+1
n=0(�1)ne�anx soit

dé�nie et continue sur ]0;+1[.

Proposer sans justi�cation deux conditions di¤érentes sur (an)n2N qui garantissent que

X (�1)n
an

converge et
Z +1

0
f(x) dx =

+1X
n=0

(�1)n
an

3) Soit u 2 L(E) un endomorphisme véri�ant u2 = 0 . On pose n = dimE et r = rg u:

a) [1 pt] Comparer (pour l�inclusion) Imu et Keru. En déduire que 2r � n:

b) [2 pts] On considère un supplémentaire S de Keru dans E, et (e1; :::; er) une base de S.

Justi�er qu�il existe une base B = (f1; :::; fr; :::fn�r; e1; :::; er) de E telle que MatB u =
�
O Ir
O O

�
.

4) [1.5 pt] Soit (Z1; :::; Zn) une base du C-espace vectoriel E = Cn.

Montrer que (Z1; :::; Zn; iZ1; :::; iZn) est une base du R -espace vectoriel E = Cn.

5) On considère l�application linéaire u : K3[X]! K2 P 7�!
 
P (1)

P (2)

!
:

On note B = (1; X;X2; X3) la base canonique de K3[X] et C = (E1; E2) la base canonique de K2:

a) [0.5 pt] Expliciter sans justi�cation A = MatB;C u:

b) [0.5 pt] Expliciter sans justi�cation le sev Imu.

c) [1.5 pt] Proposer une base de KerA:

6) [1.5 pt] Soit N =

�
A C

On�p;p B

�
2Mn(K), avec A 2Mp(K) et B 2 GLn�p(K) inversible .

a) En révolvant (par blocs) NX = 0, comparer dimKerN et dimKerA.

b) Exprimer rgN en fonction de rgA, n et p:



7) [2 pts] Soient u et v 2 L(E). On suppose u+ v = Id et rg(u) + rg(v) = n.

a) Que vaut Imu+ Im v ? En déduire que Imu� Im v = E:

b) Montrer que u est la projection sur Imu parallèlement à Im v:

8) On pose E = Kn et on note E� = L(E;K) le sev des formes linéaires sur E:

Soient '1; :::; 'p des formes linéaires sur E:

On a 'j : K
n ! K X 7�! LjX, avec Lj matrice ligne. On pose r = rg('1; :::; 'p) = rg(L1; :::; Lp):

On considère l�application linéaire u : Kn ! Kp x 7�! ('1(x); :::; 'p(x)).

a) [0.5 pt] Exprimer rg u en fonction de n et r.

b) [1 pt] Montrer que les assertions suivantes sont équivalentes :

(i) Pour tout (�1; :::; �p) 2 Kp, il existe x 2 E tel que ('1(x); :::; 'p(x)) = (�1; :::; �p):

(ii) La famille ('1; :::; 'p) est libre.

c) [1 pt] Soit F un sev de E. On pose G = f' 2 E� j F � Ker'g. Montrer que dimG = n� dimF .

d) [0.5 pt] On pose F = Ker'1 \Ker'2 \ ::: \Ker'p. Montrer que F � Ker' ssi ' 2 Vect('1; :::; 'p).

9) a) [0.5 pt] Soit A 2 GLn(K) une matrice inversible.

Montrer (à l�aide du cours) que A est produit de matrices élémentaires.

Remarque : Par exemple, toute matrice A 2 GL2(K) est produit de matrices de transvection, de dilatation ou de

permutation, c�est-à-dire de matrices de la forme
�
1 �
0 1

�
;

�
1 0
� 1

�
,
�
1 0
0 �

�
,
�
� 0
0 1

�
ou
�
0 1
1 0

�
:

b) Question hors-interrogation

En déduire une preuve de la propriété det(AT ) = detA:

10) [1 pt] On pose E = Rn et on considère pour tout t 2 R, M(t) = (t; t2; :::; tn) 2 Rn.

a) Soit H un hyperplan de E: Montrer que ft 2 R jM(t) 2 Hg est �ni.

b) Montrer que E n�est pas une réunion �nie de sous-espaces vectoriels stricts :

si F1; :::; Fp sont des sous-espaces vectoriels de E qui sont distincts de E, alors
Sp
i=1 Fj 6= E.

11) Soit F un sev de E = Rn[X]. On pose m = dimF .

a) [1 pt] Montrer que F admet une base (P1; :::; Pm) telle que degP1 > degP2 > ::: > degPm:

b) Question hors-interrogation

Montrer que F admet une base (Q1; :::; Qm) telle que degQ1 = degQ2 = ::: = degQm:


