Interrogation n°5. Corrigé
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1) a) La série ) an diverge (vers +o0), car Vn > 3, mn >
n n

S|

—-1)"1
b) La série > ED"nn

converge par le critére des séries alternées :

n

Inn o . . . d (Int Int 1

— tend vers 0 et est décroissante a partir d’un certain rang, car — | — | = ——+ 5 <0 pourt >e.

n o), o dt \ t 2t
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c) La série ) 5n CODVEIge par comparaison, car — - = )
U 1
Autre argument : on utilise le critére de D’Alembert, car lim,,_, ntl 3 <1.
n
d)L"Z1 t t décroissante et positive, et fdt Inlnt di
a série converge, car t — —— est décroissante et positive, et que | —— = Inlnt¢ diverge.
nlnn 8¢ tint P e d tint &
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2) On a a, ~ —, donc Y a, diverge.
n

1 1 | 1 | 1 1
On a a, = —n%1/" = Zexp (O (nn)) =— <1+O <nn)> =—40 <n2n>
n n n n n n n

S N G _ Inn B 1
Ainsi, (-1)"a, = T + &p, avec g, = O 7 ) donc ¢, = O 3 )

Donc > (—1)"a, converge comme somme de deux séries convergentes (série alternée et série abs. convergente).
3)a)Onal+a, >0 etn(l+ay)~ ay.

Comme ) a,, converge absolument, alors > In (1 + a,) converge ssi »_ a, converge.
D’oula CNS : o > 1.

b)Onal+a,>0,etIn(l+a,) =a,— ey, avec &, ~ %a%.
La série Y a,, converge, et Y. &, converge ssi a > 3.

Donc la série " In (1 + a,,) converge ssi o > 3.

¢) On a 14 ib, = p, e, avec p,, = /14 b2 et 0, = arctan(b,).
On a P, = popy...p,e" 0110,

Il résulte de a) appliqué avec o = 4, que [] p,, converge vers un réel p € R*.

D’autre part 6,, ~ by, donc la série ) 6,, converge vers un réel 6.

On en déduit que lim,, ;o "P, = pe? € C, par continuité de 'application R? — R? (p,0) — (pcos b, psin ).
4) En prenant z = uy, et y = up—1, on a |upr1 — Up| <k |uy — up_1|.

Donc par récurrence immeédiate, |up41 — uy| < k™ |ug — ugl .

Comme ) k™ converge, alors par comparaison, la série ) |u,+1 — up| converge.

Donc la série Y up41 — uy, converge absolument (= ici, en module), c’est-a-dire (uy,)nen converge.

Posons A = limy,, 4 o0 Up,.

Comme f est lipschiztienne, elle est continue, donc lim,, 4 f(un) = f(A), dot A = f(A). D’autre part, si u est un

point fixe, on a |A — p| = |f(A) = f(p)| < k |\ — p|, donc A = p et A est 'unique point fixe.

n 1 1
5) a) Avec v, =n"“uy, on a lnv,y; —Inv, =In <u H) —aln (1 + ) =0 <2> .
Up n n

Donc la série Y (Inv,41 — Inw,) convergen c’est-a-dire (Inwvy,),en converge vers un réel p.

Alors (up)nen converge vers A = e > 0. On en conclut u, ~ An®.

b) (i) Par Taylor-young, f(z) =1+ az + O(2?), donc Un_ f (i) =1+ % +0 (732) .

Un—1



Un

En particulier, lim, 4 = a.

Up—1
Par a), il existe un réel A > 0 tel que u, ~ An®, donc par comparaison, Y u, converge ssi a < —1.

1
(ii) On a o142 —|—O< )
Up—1 n
U,

Comme a < 0, alors

< 1 pour n assez grand. Donc (uy)nen décroit a partir d’un certain rang.
Up—1
(iii) Par a), il existe A > 0 tel que u, ~ An®, donc lim,_, ;o u, = 0 ssi a < 0.
Lorsque av < 0, limy,—, oo up, = 0 et on déduit de ii) qu’on peut appliquer le CSSA, et ainsi ) (—1)"u,, converge.

On en déduit la CNS : o < 0.

6) a) (Ry)nen+ est décroissante et converge vers 0, donc Y (—1)"R,, converge pour toute valeur de o > 1.

dt dt
b) Par comparaison entre séries et intégrales, on a f;oo — <R, < +_°f —.
ta n ta
Do Ry ~ [Fodt 1 1 insi "R i —1>1, cest-a-di 2
ol ~ f = a1 et ainsi ) | R, converge ssi @ — 1 > 1, c’est-a-dire a > 2.
Un4-1

7) a) On a lim,,— 4 = a < 1, donc ) uy, converge (absolument) par le critére de D’Alembert.

n

b) On a Intt _ Tntl g4 O(uy), donc Invp41 — Inv, = O(uy).
Up, auy,

Comme ) u,, converge absolument, alors la série )  (Inwv,41 — Inwv,) converge par comparaison.

On en déduit que la suite (vy,)nen converge vers un réel p. Donc u, ~ A a™, on A = e# > 0.

c) L’intervalle ]0, 1] est stable par f et sur cet intervalle, f < Id. La suite (z,)nen est donc strictement décroissante
et converge vers 0, qui est 'unique point fixe de f sur [0, z].

x
On a donc lim,, sz, =0T et ol 3 + O(zy,) et on conclit par a) et b) avec a =
T,

1
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8) a) Par récurrence immédiate d’ordre 2, on a Vn € N, u,, > 0. Donc Vn € N*, w41 > u

Donc la suite (uy)nen est croissante et Vn € N*, w11 < (14 a™)uy,

Or le produit infini [[(1 4 a™) converge, car In(1 + a™) ~ a™.

Donc (up)nen est majorée par uy K, ot K = [[/5(1 + a™). Comme (uy)nen croit, elle converge.
b)Ona R, =L—u, = Z;ﬁ%(ukﬂ —ug) = Z,ngofl a"up_1.

Soit € > 0. Pour n > ng assez grand, on a Vk > ng, L — e < wug_1 < L.

Donc Vn > ng, (L — &) Y420 a" < E,joz a"up_y < LY a™.

a™ R L
On en conclut Vn > ng, (L - 5) < R, < L . Donc limy, 4 oo — = .
1-— —a a” 1—a
Variante plus simple :
Par monotonie de (uy,)nen, on a un_ll <R, < L1 . Par pincement, R,, ~ 1 L.
—a —a —a

1
9) Comme R,, est la somme d’une série alternée, alors |R,| < —. Donc ) R,, converge absolument.

oo (1)F (- 1)k
On a Zn 1 R, = n 1 < Z:n k2 = ﬁzl i:n k2 + Rp+1

(—DF o (D (—D)F
Par Fubini sur les sommes finies, ona > 0 1> ~——5— =27 > | ~—5— =y 1 kX 12
1 1

D’autre part, S Ryiq = pRyr1 = O ( = |, car |Ryiq| < ————.

autre part, > 1 Rpp1 = pRya (p) car |Rpi1| < (p+1)2

. p D (71)]6 1 “+o00 —+00 (7]‘),{:

On obtient > 0 R, =), k: ) donc > "X R, => 1% 7 =1In2.
Variante : On utilise une transformée d’Abel: Ona > ? | R, =>" n(R, — Ryt1) + pRp+1.

Comme limy, ;o pRy+1 = 0, alors R, = Zn X n(Rp — Rng1) = >0
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