
Interrogation no5. Barème sur 24 pts

On rappelle que :

- le critère de D�Alembert est au programme o¢ ciel

- le critère de Raabe-Duhamel et les séries de Bertrand ne sont pas au programme o¢ ciel.

En revanche, le critère de D�Alembert est bel et bien au programme.

- La convergence absolue est valable dans C : Si
P
jznj converge, alors

P
zn converge (dans C).

1) [3 pts] Déterminer la nature (convergente ou divergente) de
P
n�2 un dans les cas suivants :.

a) un =
lnn

n
, b) un =

(�1)n lnn
n

, c) un =
lnn

2n
, d) un =

1

n lnn
:

2) [2.5 pts] On suppose !n = 1 +O
�
1

n

�
et an =

1

n!n
= exp(�!n lnn):

Déterminer avec soin la nature des séries
P
an et

P
(�1)nan:

3) Soit (zn)n2N� une suite complexe telle que 8n 2 N�, zn 6= �1. On pose Pn =
Qn
k=1(1 + zk) :

On dit que le produit in�ni
Q
n2N�(1 + zn) converge ssi la suite (Pn)n2N� converge vers une valeur non nulle.

En particulier, si les an sont des réels > �1 , alors
Q
n2N�(1 + an) converge ssi la série

P
ln(1 + an) converge .

C�est le cas dans les questions suivantes a) et b). Mais pas dans c), car on ne dispose pas du logarithme complexe.

a) [1 pt] On pose an =
1

n�
, avec � > 0. Donner une CNS sur � pour que

Q
n2N� (1 + an) converge.

b) [1.5 pt] On pose an =
(�1)n�1
n�

, avec � > 0. Montrer que
Q
n2N� (1 + an) converge ssi � >

1

2
.

c) [1.5 pt] (F) On pose bn =
1

n2
. Montrer que

Q
n2N� (1 + ibn) converge (dans C�).

Indication : Noter que 1 + ibn = �ne
i�n , avec �n =

p
1 + b2n et �n = arctan(bn):

4) [2.5 pts] Soit f : C! C une application contractante : il existe k < 1 tel que jf(x)� f(y)j � k jx� yj :

Soit (un)n2N une suite véri�ant u0 2 C et un+1 = f(un):

Montrer brièvement que jun+1 � unj � kn ju1 � u0j.

En déduire que la suite (un)n2N converge, et que � = limn!+1 un est l�unique point �xe de f .

5) a) [1.5 pt] Preuve de la propriété de Raabe-Duhamel (propriété hors-programme o¢ ciel).

Soient � 2 R, et (un)n2N une suite réelle strictement positive telle que
un+1
un

= 1 +
�

n
+O(

1

n2
):

Montrer qu�il existe � > 0 tel que un � �n�:

Indication : Etudier la série
P
n2N(ln vn+1 � ln vn), où vn = n��un.



b) [2.5 pts] On considère f : [0;+1[!]0;+1[ de classe C2 et strictement positive .

On suppose f(0) = 1 et on pose � = f 0(0) .

On considère la suite réelle strictement positive (un)n2N dé�nie par 8n 2 N, un =
Qn
k=1 f

�
1

k

�
:

(i) Déduire de a) une CNS sur � pour que
P
un converge.

(ii) On suppose � < 0: Justi�er que (un)n2N décroît à partir d�un certain rang.

(iii) Déterminer une CNS sur � pour que
P
(�1)nun converge.

6) Soit � > 1 . On pose Rn =
P+1
k=n

1

n�
. Les questions a) et b) sont indépendantes.

a) [1 pt] Déterminer les valeurs de � pour lequelles la série
P
(�1)nRn converge.

b) [1.5 pt] En utilisant une intégrale, déterminer les valeurs de � pour lequelles la série
P
Rn converge.

7) Soit (un)n2N une suite telle que limn!+1 un = 0+ et un+1 = aun +O(u2n) et a < 1 .

a) [0.5 pt] Montrer que
P
un converge.

b) [1 pt] Montrer qu�il existe � > 0 tel que un � �an:

Indication : Poser vn = a�nun et utiliser
vn+1
vn

= 1 +O(un):

c) [1 pt] On considère la suite (xn)n2N dé�nie par x0 2]0; 1[ et 8n 2 N, xn+1 =
1

2
(xn + x

2
n):

En utilisant ce qui précède, montrer avec soin qu�il existe une constante � > 0 tel que xn �
�

2n
:

8) Soit 0 < a < 1. Soit (un)n2N dé�nie par u0 = 0 et u1 > 0 et 8n 2 N�, un+1 = un + anun�1 :

a) [1.5 pt] Montrer que 8n 2 N�, un+1 � (1 + an)un:

En déduire que (un)n2N converge vers un réel L > 0:

b) [1.5 pt] (F) On pose Rn = L� un: Montrer que Rn �
L an

1� a:

9) Question supplémentaire (F) On considère 8n � 1, Rn =
P+1
k=n

(�1)k
k2

:

Montrer que
P
Rn converge et montrer que

P+1
n=1Rn = ln 2.


