Interrogation n°4. Corrigé

1) L’intégrale est impropre en 0 et en +00.

- En +o0, f(t) ~ (lntt)Q

= Ot (e7"), donc la fonction est intégrable sur [1, +ool.

(Int)?
Vit

-En 0F, (Int)2=0 <t11/4> done f(t) ~

2) L’intégrale est impropre en 1 et en +oo.

- En 1+, onalnt~ <t — 1), donc f(t) ~ m

- En 400, on a f(t) ~ intégrable ssi a + 2 > 1, c’est-a-dire a > —1. En effet :

1
(Int) ta+2

Si @ < —1, on a pour ¢t assez grand f(t) >

dt
et J (Int)t

1
Sia>—1,ona f(t) = Ot <ta+2>’ avec a + 2 > 1, donc f intégrable.
- On en conclut que f est intégrable ssi a €] — 1,0].

(t+1)L/3 —¢l/3
te )
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-On a f(t) ~ 7o on t = 0%, donc f est intégrable sur ]0, 1] ssi a < 1.

3) On pose f(t) =

1 1 1
On a f(t) 3aT2/3 ent = oo, car (t+ 1) t <1—{—3t—|—0 <t>>
2
Donc f est intégrable sur [1,4o00[ ssi a + 3 > 1.
1
- En conclusion, f est intégrable sur |0, +oo] ssi 3<a< L.
4) On effectue dans [ sin(t?) dt le changement de variable ¢ = \/u.

L’application u — /u est une bijection de classe C! de 10, +oo sur ]0, +oc.

) 22 sin (
On obtient [ sin(t?) dt = = fo T
ysin() oo _ LOSW) T L locos(u)

Par IPP, [} T du—[ NG 0++2f0 - du-

1—cos(u) 3/2 ysin(u) . 1 — cos (u)
OnaT—O(u ), donc [ N u—ifowdu.

1— 1 1—
On a 0370/82(11’) = 0400 <3/2>7 donc u — %70/82(10 est intégrable.

u u u
1 1-—
Dongc il existe limg_, oo fox sin(t?) dt, et on a f0+oo sin(t?) dt = 1 0+OO % U.
5) Pour tout A > 0, avec u = At, on obtient J(\) = 0+°O sin(u) du = g
u

Pour A\ < 0, par imparité de sin, J(A) = —=J(=\) = —g. Et on a J(0) =

Attention : Si on effectue le changement de variable u = At avec A < 0, on a u €] — 00, 0[.

1 1
6) a) Avecu =12 onatdt= B du, donc J,, = = [ u" exp(—u) du = 3 n!

1 2n + 1
b) Par IPP, K11 = [;7° 2"+ texp(—t2) dt = 3 [—27 41 exp(—12)] 7% + ol Joree et

1
=0 <t3/4>’ donc f est intégrable sur ]0, 1],

et est intégrable ssi o + 1 < 1, c’est-a-dire o < 0.

=Inlnt + k, donc f non intégrable.



2n+1

5 I,.

Donc K41 =

1><3><...><(2n—|—1)j_ (2n +1)!
0

¢) On en déduit K, — = = gzt () V™

7) a) f(x)f' () = O4o0(|f(2)|) et f(x) intégrable, donc z — f(x)f'(x) est intégrable.

b) On a [ 2f () f'(z) dz = f(z)* — f(0)%. Par a), il existe donc L = lim, 1 f(2)?.

Supposons par absurde que L > 0. Donc lim, o | f(x)| = VL, c’est-a-dire |f(z)| ~ /L.

Or, la fonction constante /L n’est pas intégrable en +oco. Ce qui contredit f intégrable. D’ou L = 0.

On en conclut lim, 4~ f(z) = 0.

[ sinu 4oo COSU ,  siny too COSU
8) Par une IPP, ¢(y) = [— 2 L /, u3 du = " J 3 du.
o UJFOO cos u ) < f+oo ‘cosu) du < f+oo Ju 1]t 1
na — - = —.
2u? y 292
1
Donc ¢(y) < 81112y ‘erOO O ‘ < —=. On en déduit a fortiori ¢(y) = Oy <y2> .

1 1
9) a) L’argument le plus simple : sin <t> =0(1) ent =07, donc t — sin <t> est intégrable.

du.

1
Autre preuve (qui sert au b)) : Avec u = Joona F(x) = fll/ﬂc sinu

u2

sin u 1 sin u
Or, — = O4 oo (2>, donc fl e du converge, donc F' converge en 07.
U u2

1 oo

b) On a F(x) f sin (t> f1+/g; sinu

Par une IPP, on obtient f+°° sinu du = 22 cos < > f—i—oo cosu
u?

cosu
9) ‘ +oo d ‘ < o= 2
L, f u3 U f 2 U =2
Donc F(x) = F(0) + O(x?), et a fortiori.F(z) = F(0) + o (x), donc F’(0) existe et vaut 0.

1
Remarque : Mais Yz > 0, F'(z) = —sin(—) n’a pas de limite en 0.
x

Donc F est dérivable sur [0, 1] mais n’est pas de classe C'.

—t —t

10) a) L’intégrale existe car eT = O1(e™?). Notons G une primitive de g : t — 67.
—t
On a donc f(:z:) = lim, o G — G(z), donc f est de classe C1, et f'(z) = —g(x) = —67.
- e’ 1 e’ f(z)
b) Ona [ 5 < +°°—dt:— o dt =
e f f tw z fx tx T
et e ® +o0 €
Par IPP, on a f(z) = - - g(z) = —g(z), oug(z) = [ —- dt
x

0 € 1 o
Or, on a f+ — dt xf(iﬂ), donc g(z) = 0 400(f(x)). D’ot f(2) ~100 ew .
c) Par IPP, on a f(:n) = [In(t)e? ] —g(z) = —In(z) e, o g(z) = [ In(t)e™" dt.

b
Vi

g admet une limite en 07, car In(t)e™! = < > intégrable en 0.



Donc f(x) = —1In(x) e 4+ O(1), d’ot on déduit f(x) ~ —In(x).

!
11) Soit 1 < a < A. Il existe xg € [0, +00[ tel que Va > xo, J}((;E)) < —%.
En intégrant sur [zg, x|, on obtient VY > zo, In f(z) — In f(x¢) < —a(lnz — Inxy).
K _  f(zo) - .y
Donc Vz > xg, f(z) < —, ou K = —_=. Par comparaison sachant que o > 1, f est intégrable.
x xg

Inx

) 1
Remarque : f(x) n’est pas nécessairement équivalente & — en +oo, par exemple avec f(x) = oy

A



