Interrogation n°4. Baréme sur 24.5 pts

1) [2 pts] On considére la fonction f définie |sur |0, +oo[| par f(t) =
Justifier que f est intégrable sur |0, +ool.
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2) [3 pts| Soit & € R. On consideére la fonction f définie |sur |1, 4o00[| par f(t) = D) G &

Déterminer, en justifiant avec soin votre réponse, une CNS sur o pour que f soit intégrable sur |1, +o0[.
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Donner sans justification détaillée les valeurs de « pour lesquelles f est intégrable sur |0, +ool.

3) [1.5 pt] Soit & € R. On pose Vt > 0, f(t) =

+o00 1 —cost

1
4) [3 pts] Justifier avec soin I'existence de L = f sin(¢?) dt et que L = 1o —aEr dt.
t in(At
5) [1 pt] On admet f+°° sin dt = 5 Donner la valeur de J(\) = 0+°° smi) dt pour tout A € R.

6) Pour tout n € N, on pose J,, = [ 12" L exp(—t2) dt et K, = [;" t*" exp(—t?) dt.
a) [1 pt] En utilisant un changement de variable simple, donner sans justification la valeur de J, .
b) [1 pt] Trouver une relation entre K, 1 et K.

NG

¢) [0.5 pt] On donne Ky = 5 En déduire sans justification la valeur de K, (a l'aide de factorielles).

7) Soit f : [0, +oo[— R de classe C'. On suppose ’f intégrable et f’ bornée ‘

a) [1 pt] Montrer que z — f(z)f'(x) est intégrable sur [0, 4o0].

b) [1.5 pt] En déduire que f converge vers 0 en +0o0.

8) [1.5 pt] Soit y > 0. On pose ¢(y) f+°° Sl;lu du. Montrer que ¢(y) = O4c0 (;2> .

9) a) [1 pt] On pose Vz €]0,1], | F(z) = f; sin <1> dt|.

1
Montrer 'existence de fol sin <t> dt, c’est-a-dire de L = lim,_,q 50 F(x).
On peut donc prolonger par continuité F' en 0, avec F'(0) = L. On obtient ainsi F': [0,1] — R.

b) [1.5 pt] (&) Montrer que F' est dérivable en 0.
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10) On considére la fonction f :]0, +o00[— R définie par Va > 0, | f(z) = f;oo eT dt|.

a) [1 pt] Montrer que f est de classe C! et expliciter f’(x) pour tout x > 0.

+o00 et f(.’lf) e’
b) [1.5 pt] Montrer que [ tT dt < et en déduire que f(r) ~4oo .
x x

c) [1 pt] (%) Déterminer un équivalent de f(z) en x = 0.

11) [1.5 pt] (%) Soit f : [0, +oc[— R de classe C! et strictement positive.
f'(x)
f(x)

A
On suppose qu'il existe A > 1 tel que ~4too ——. Montrer que f est intégrable sur [0, +o0].
x



