Interrogation n°3. Corrigé
1 1 1 1 1 1
1) a)Onag(u)=1+u)/2=1+ FU + <2> <2> <2u2> +o(u?) =1+ Su— gUZ + 0 (u?).

1 1
b) On a cos(z) + In(1 +z) = <1 — 5562 +o (332)> + (az — 51‘2 +o (9:2)> =1+x—22+0(2?).
Avec u = x — 2?4+ 0 (22) ~ x, on obtient donc avec a) :

1 1 1 5
f(;]j):]_—|—§(.I‘—ZL'2+0(ZL'2))—§I2+0($2):1+§$—§l‘2+0($2).

2) OnaVz >0, f(z) = (a:—|—2)—fln(a: + 3z +4).

2 1 1, ., 1 3 1
- En 400, on a f(z) =In(z) +In <1+$> + 0400 <$> —5111(3: )—iln <1+x+0+°° <:c)>

1 2 3 1 1 1 1
On en déduit f(x) = o %—i—oﬂ,o (x) = ﬂ‘i_o—f—oo (:1:) Donc f(x) ~4eo 2
1 1 3
-En 07, onaf(m)—ln2+ln<1+2x> —1n2—21n<1+4x+0(x)>.

1 1 1 1
On en déduit f(z) = 537 - izx—i- o(x) = §$+ o (z), donc f(x) ~ gm

2
3) a) tan (%) =1 et tan’ (%) =1+ tan (%) = 2.

n—1 1-1/n 2 1 mn—1 @w = 1
b - =142 2. donc = —-_ 2.
)Onan+1 15 1/n +n+0<n>, onc 1 +0< >

Or, par Taylor-Young et par a), tan (% + h> =1+4+2h+o(h).
T 1\\" ) B
Donc y, = | 1 — 22— +o | — , et on en conclut lim, oy, =€ 7.
n n

4) On a f(z) = o(x), donc f dérivable en 0, et f'(0) = 0.

1 1 1
Vo >0, f'(x) = — cos <w> + 2z sin <a:>’ donc lim,, o f <2n> = —1# f/(0), donc f’ discontinue en 0.
T

Remarque : Ainsi, on ne peut pas dériver un DL : f admet un DLy, mais f’ n’admet pas de DLyg.

p
5) a) Par Taylor-Young, on a f(z) =z — /\% + o (zP).
On a f(z) ~ x donc f(x) > 0 au voisinage de 0.
p
On a aussi (f(x) —z) ~ —)\CE—, donc f(z) —x < 0 au voisinage de 0.

(@
Donc 0 < f(z) < = au voisinage de 0.
1 1 P! 1 aP~1
b) ——=—{(1-A\ +o0 xpl) (1+a)\+0 mp1>
) s = e (1A S Ho@) = L

1 1 al P! aA
On en déduit que — — ~ ———. On prend donc a = p — 1, et on obtient y = -
p!

flz)> x> pl z©

c¢) L’intervalle ]0, a] est stable par f. Donc (uy,)nen est & valeurs dans ]0, a] et (uy)nen est strictement décroissante,

donc converge vers un réel L € [0,a]. Comme f est continue en L, alors f(L) = L, donc L = 0.
1 1 11 1
On a alors limy, 100 —— — — = u, donc par Cesaro, lim,_, o, —— = u, c’est-a-dire u, ~ ———.
n—+00 ungl ug = P n—-+00 nug 2 n (,un)l/“

6) a) On a P! (z) = 322 + 2nx > 0 sur |0, +oo[. D’autre part, P,(0) = —n et lim, o P, = +00.
Donc P, est une bijection continue strictement croissante de [0, +oo[ sur [—n, 4o0].

D’ou l'existence et 'unicité de x,,. De plus, P,(1) > 0 > P,(0), donc z,, € [0,1].



b) Soit 0 < a < 1. On a P,(1) =1 et Py(a) = a® +n(a®? — 1) — —oo lorsque n — +oo.
Donc pour n assez grand, P,(a) < 0, et comme P,(1) > 0, alors a < x,, < 1 pour n assez grand.

Comme a peut étre pris arbitrairement proche de 1, on en déduit que limy,— 400, = 17.

1
c¢) On pose z,, = 1 +&,. On a ne,(2+¢,) = —(1 +¢,)3, donc 2ne, ~ —1, c’est-a-dire &, = 5
n
1 1
Ainsi, zp, =1——+o0 <>
2n n

7) Posons M = sup(f’). Toute pente est une dérivée (par le TAF), donc M est un majorant de A.
Toute dérivée est limite de pentes (par définition), donc M est adhérent & A. Donc sup A = M.

Q
,car B —a > 0.

bn n — 1 -
8) a) Posons §,, = H—aH.Ona5n:u+0(—),donc5n~ﬁ
n n

bn, an

Comme deux suites équivalentes ont méme signe au voisinage de 400, alors ¢, > 0 pour n > p assez grand.
an _ by ap
b) On aVn >p, — < b—,dochnEp, an < Kby, avecK:b—.
ap p p

% Op1
bo " bpa

De fagon générale, toute suite bornée a partir d’un certain rang est bornée.

Remarque : En prenant I = max (K, >, on obtient Vn € N, a,, < Lb,,.

Ydt—(b—a)f ‘—

F) dt| < [215) - FO)] d.
Par 'TAF, |f(t) — f(b)| < |t —b] M. Donc fa]f(t) f(b)] dt<f [t—b M= f ) M dt.

—a 1
On conclut en utilisant f;(b —t)dt = é) u du = i(b —a)?

b) Yohoi (ke —wr1)? = Y (e —wpo1) A =AY (2 —xp-1) = A

Il y a égalité ssi Vk, (v — xx—1) = A, c’est-a-dire ssi o est la subdivision réguliére (et dans ce cas, A = %)

¢) Par Chasles, fo ydt—S=>7_, (fzxk’i1 f(t) dt — (xp — xk_l)f(:vk)) .

Sl f() dt = (ax — xkq)f(ﬂ?k)’ < %(xk - C131c71)2M-

Donc par b), ’fo dt—S‘< M (z —xp1)? < MAparb)

Par a)

Remarque : Ainsi, S converge vers fa f lorsque A — 0. En réalité, cette propriété est vraie pour toute fonction

continue par morceaux (mais la majoration précédente ne s’applique plus, bien sar).

10) On prend f(x) = exp((Inx)?) = 272,

On a 2% = 0 ;oo (2z™%), car lim, ;o exp(alnz — (Inz)?) = exp(—o0) = 0.

Et on a f(z) = 0 yoo(exp(ax)), car lim,_, 1 exp((Inz)? — az) = exp(—oc) = 0.

11) Le cercle I' cherché admet nécessairement une équation de la forme 22 + (y — )% = r?, c’est-a-dire 22 + 32 = 2ry,
ol 7 est le rayon du cercle.

On cherche donc r > 0 tel que Vo € [—r,7], 22 + f(x)? > 2rf(z) afin d’étre & I'extérieur du cercle T

En effet, ainsi, le graphe de f sera nécessairement situé en-dessous du cercle (sur [—r,7]).

1 2
Or, 22 + f(2)* ~ a? et f(x) ~ SA2%, Cest-a-dire 2% + f(2)* ~ Tf(w).

A
1
Il existe donc un voisinage [, a] de 0 tel que Vz € [—a, al, 22 + f(x)? > Xf(ac)
1 1
On prend r = min < 2)\) On a [-r,7] C [~a,a], donc Vo € [—r,7], 22 + f(x)? > Xf(z:) > 2rf(x).



