Interrogation n°2. Corrigé

1) a) On fait € vers 0" : par passage a la limite des inégalités larges, = < y.

Remarque : Sans utiliser le th de passage a la limite, on peut aussi faire un raisonnement par ’absurde.
b) On considére a < 5. On pose x = %(a +05)ete= %(ﬂ —a)>0.

Par densité, il existe a € Atel que z —a < g, dot a < a < f.

1 1
> —In(zP) + — In(x?).

" 1 "y Pyl
c¢) On a In"(z) = ——;. Par concavité du In, In { — + =
T p q

p q
x

d) On sait que " > 1 + u. La premiere inégalité résulte de 0 < 1+ — < e/,
n
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La seconde inégalité résulte de 0 < 1 — = < e=%/™,
n

On met ensuite les inégalités aux puissances n et —n respectivement (les termes étant positifs).

O = 2mi 1= —.
e) On a z = exp(2mia), ol & 5
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Soit n € N*, on approche « par un rationnel —, c¢’est-a-dire un multiple de —.
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On prend donc Vn € N*, z, = exp <27rz' Lnnaj >, ol o = o
T

2) Par le théoréme des bornes atteintes, il existe zg € [a, b] tel que f(zg) = M.
Par continuité, il existe un voisinage J de zg (relativement a [a, b]) tel que Vo € J, f(x) > M —e.

On peut conclure, car un voisinage est un intervalle de longueur non nulle.

Pour la suite : On a alors § (M — )" < [, f(t)" dt < f:f(t)" dt < (b—a) M", car sup(f™) = M".
On met a la puissance %, les termes étant tous positifs.

¢) On a lim,_, (b — a)/™ M = M, donc I, < M + ¢ pour n assez grand.

On a lim, 40 3" (M —¢)=M — ¢, donc I, > M — 2¢ pour n assez grand. D’ou le résultat.
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3) a) Par I'inégalité de Taylor-Lagrange, M = _ supyg ) |f"| convient.
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f(z)
z(l—x)
On prolonge ¢ par continuité en z = 0 et = = 1 par ¢(0) = f/(0) et p(1) = —f/(1).

b) On considére ¢ :]0,1[—- R = +—

Par la propriété des bornes atteintes (Weierstrass), ¢ est bornée sur [0, 1].

Il existe donc un réel positif M tel que V € [0, 1], [¢(z)| < M.

On obtient donc bien Vz € [0,1], |f(z)| < Mz(1 — x), 'inégalité étant évidente en x = 0 et z = 1.
f(z)
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Remarque : Ce type de preuve convient aussi au a) avec ¢(x) = —5~ prolongée par ¢(0) = 5]‘”(0).
x

4) Soit € > 0. Il existe p € N tel que Vn > p, |ay,| < by,
Alors Vn > p, [An| < [Ap| + €370, 1 bk < [Ap| + €Bn.

Comme limy,—, 4 o0 By, = +00, alors |[Ay| < eB,, pour n assez grand. Donc |A,| < 2¢B,, pour n assez grand.

Remarque : 1l s’agit en fait ici de la propriété de Cesaro pour une pondération variable :
Ay - ZZ:() ugby Qnp Ay

=& - =" =0.C lim,,, bk = , alors lim,, 4o —— = 0.
B, ST b ou up ™ — omme limy,, 40 Y g br = +00, alors lim, 4 B,

Remarque : On en déduit que si a,, ~ by, alors A, ~ B,.

En effet, on a (a, ~ b,) = 0400(by). Donc par a), A, — B, = 0(B,,), c’est-a-dire A,, ~ B,.

5) Premiére preuve : On a Vn € N*, f <; Yr e (k)> < %Zzzlf (QO <k>) .
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Par les sommes de Riemann (appliquées a ¢ et f o ¢, et par continuité de f), on obtient par passage a la limite

des inégalités larges I'inégalité demandée (appliquée inégalité de Jensen).

Seconde preuve : (directe) Posons p = fol o(t) dt.
On considere la tangente L & f en p. On a f(z) > f(p) + (z — p) f/(p).

Donc f(¢(t)) > f(u) + (f(t) — p) f'(1). En intégrant sur [0, 1], on obtient bien fol fle(t) > f(u) +0.

6) a) Comme A n’est pas vide et majoré, il existe A = sup A. Par (ii), A € A, car \ est adhérent a A.
Supposons par I'absurde A < 1. Alors par (iii), il existe a > 0 tel que [\, A + o] C A.
Ce qui contredit A = sup A. Donc A = 1, et a fortiori 1 € A.

Remarque : Plus généralement, on a A = [0, 1]. En effet, pour tout a € [0, 1], on peut appliquer le raisonnement
précédent a A’ = AN [0,a] pour prouver que a € A’ C A.
Une variante consiste a utiliser A = {a € [0,1] | [0,a] C A}.

On vérifie que A vérifie les trois propriétés. Donc 1 € A, c’est-a-dire A = [0, 1].
b) (i) On a bien 0 € A.

(ii) Soit une suite (an)nen d’éléments de A convergeant vers a.
On a a, € [0,1] et f(a,) — f(0) > —¢a,, donc par passage a la limite, a € [0,1] et f(a) — f(0) > —ca.
On en déduit que a € A.

f(z) = F(N)

> —e.
T— A -

(iii) Soit a € AN[0,1[. Comme f}(a) > 0 > —¢, alors il existe a > 0 tel que Yz €la,a + af,
Donc Vz €la,a + a], f(z) — f(a) > —e(x — a).

Comme a € A, on a f(a) — f(0) > —ca. En sommant, on obtient Vz €|a,a + o], f(x) — f(0) > —ex.

Par a), on a donc 1 € A
On obtient ainsi f(1) — f(0) > —&, pour tout € > 0. Par 1) a), on obtient f(1) — f(0) > 0.

Remarque : De méme qu’a la remarque du a), on peut en déduire en fait que f est croissante.

f(y) — f(=)

7) 1l s’agit de prouver que I’ensemble I' des pentes A(z,y) =
Yy
Or, par l'inégalité des pentes, A(a,a) < A(a,z) < A(z,y) < Ay, 5) < A(B,b).

,avec a < x < y < 3, est borné.

Remarque culturelle : On en déduit ainsi que f est continue sur ]a, b].

Mais c’est faux sur [a,b] : par exemple, en prenant f(a) =1 et f(z) =0 si z €a,b].
8) Soient z € A. Montrons que x € A, c’est-a-dire = est adhérent a A.

Soit & > 0. Il existe b € A tel que |z — b| < 1e. Et il existe a € A tel que [b—a| < Le.
Par inégalité triangulaire, |z — a| < %5 + %6 = ¢. Comme ¢ est arbitraire, z € A.

Remarque : Ainsi, A est une partie fermée. C’est la plus petite partie fermée contenant A.

9) a) A={ne€N, v, <z} est non vide (0 € A) et majoré (car lim,_, .o v, = +00).

Donc il existe p = max A. On a alors v, <z < vpy1, et donc |z — vp| < vpp1 —vp < e.

b) Comme —A = A, alors il suffit de prouver que tout réel positif = est adhérent a A.
Soit € > 0. Il existe ¢ € N tel que Vn > ¢, up+1 — up < €.
On pose v, = up — uq. La suite (vy,)n>q vérifie les propriétés du a).

Donc il existe p € N tel que |z — vp| < g, c’est-a-dire |z — (up — u,)| < e. D’ou z € A.



