Interrogation n°2. Baréme sur 24 pts
1) Les questions suivantes sont indépendantes
a) [1 pt] Soient des réels x et y tels que Ve > 0, x < y + . Montrer que = < y.

b) [1 pt] Soit A une partie dense dans R. Montrer que A rencontre tout intervalle d’intérieur non vide, c’est-a-dire

que pour tous réels o < (3, il existe a € A tel que a < a < .

1 1 P q
c) [1.5 pt] Soient x,y, p, q des réels strictement positifs. On suppose | — + — = 1| Montrer zy < r + Loy
p q p q

d) [1.5 pt] Soient un entier n € N* et un réel = € [0, n[. Démontrer les inégalités :

(o3 se(-3)”
n n

e) [2 pts] Soit z = exp(if) un nombre complexe de module 1.
limy, 400 2n = 2

Expliciter sans justification une suite (2, )nen+ de nombres complexes telle que
Vn € N*, 2z, € U,

Rappel : U, désigne ’ensemble des racines n-iétme de 'unité dans C.

2) Soit f : [a,b] — R une fonction continue et positive, avec a < b. On pose M = sup f.
On pose I, = (f: fr dt) v . On se propose de prouver que lim,—, o, I, = M.

a) [1 pt] Soit 0 < e < M.

Montrer qu’il existe un intervalle J de longueur 5 > 0 tel que Vz € J, f(x) > M —e.
On en déduit aisément (admis ici) les inégalités : Y™ (M —¢) < I, < (b—a)'/™ M.

b) [1.5 pt] Montrer que lim,,_ o I, = M.

3) Soit f:[0,1] — R. Les deux questions sont indépendantes.

a) [1 pt] On suppose f de classe C? telle que f(0) = f'(0) = 0.

Montrer qu’il existe un réel positif M tel que Vo € [0,1], |f(x)| < M2

b) [2 pts] On suppose f de classe C! telle que f(0) = f(1) = 0.

Montrer qu’il existe un réel positif M tel que Vx € [0, 1], |f(z)| < Mz(1 — z).

Indication : Considérer une fonction auxiliaire continue sur [0, 1].

4) [2 pts| Soient (an)nen et (bn)nen deux suites réelles telles que ¥n € N, .

On pose A, = Y ;_yar et B, = > }_bg. On suppose de plus Z:i% by, = +00, c’est-a-dire ’limn_>+oo B, =+ |

On suppose a,, = 0400(by). En utilisant une preuve de type Cesaro, montrer que A, = 0400(Bp).

Indication : Sommer, a ¢ fixé, des inégalités de la forme |a,| < €b,,.



5) [1.5 pt] Soit f : R — R une application de classe C! et convexe.

Soit ¢ : [0,1] — R une application continue. Montrer que f (fol o(t) dt) < fol flo(t)) dt.

Remarque : On pourra utiliser sans justification toutes les inégalités de convexité vues en cours.

6) a) [1.5 pt] Soit A une partie de [0, 1] vérifiant les trois propriétés suivantes :
(i)oe A

(ii) A est fermée, c’est-a-dire A = A

(iii) Pour tout réel x € A vérifiant 0 < = < 1, il existe a > 0 tel que [z,z + o] C A.
Montrer que 1 € A.

b) [2 pts] (inspiré Oral X 2024)

Soit f :[0,1] — R une application continue. On suppose aussi f dérivable a droite sur [0, 1] telle que

Vz € [0,1], fi(z)>0 , Cclest-a-dire lim Jy) = J (=)

Yy—x,y>x y—x

>0

Soit € > 0. On pose A ={z € [0,1], f(x) — f(0) > —ex}.

Montrer que A vérifie les trois propriétés du a). En déduire que f(1) > f(0).

7) [1.5 pt] Soit f : [a,b] — R convexe. On considére un segment [«, 5] tels que a < a < 8 < b.

En utilisant I'inégalité des pentes, montrer que f est lipschitzienne sur [, §].

Remarque : On pose pour tous a < x <y < b, A(z,y) = M
r—y
8) [1 pt] Montrer que A =4, cest-a-dire A est une partie fermée.

Indication : Ne pas utiliser les suites, mais la définition avec € de la notion de point adhérent.

vo=0 et lim, vy, =—+00
9) [2 pts| a) Soit (vp)nen une suite croissante telle que
VneN, vy —v, < ¢

Montrer que pour tout réel x > 0, il existe n € N tel que |z — v,| < e.

b) Soit (uy)nen une suite croissante telle que limy, 1 oo Uy, = +00 et limy, o0 (Un+1 — up) = 0.

On pose A = {u,, — Um, (n,m) € N?}. Montrer que A est dense dans R.

Indication : Considérer v, = u, — uy pour n > q.



