Interrogation n°l. Corrigé

1) Ona 28 = —1 = €™ ssi z € /6 U,

Donc les racines complexes de P sont ¢™/6_ i, ¢57/6 et leurs conjugueés.

Dot P(X) = (X% +1)(X?—2X cos (%) + 1)(X?—2X cos (3F) +1) = (X2 + 1)(X%2 - VBX + 1)(X?+V3X +1).

2) a) On étudie la fonction P : x — 223 + 2 — 1.
On vérifie que P est strictement croissante sur R, et induit donc une bijection de R sur R.

Donc P admet une unique racine réelle o. Comme P(1) < 0 et lim o, = 400, alors a > 1.

— _ 4
b) Les racines de P sur C sont «, 8 et 8. Donc a5 = 3= 2et a4+ 2Ref =0.

1 1
Comme o > 1, alors |B|* < 2, d’o |8] < v/2. D’autre part || > |Re 3] = 3 || > 7

2 _ P ] — (1.
3) a) On a P(X)* = 3 gcicno<jcn @itj@" 7. DONC € = 3 0<icn 0<j<n,itj—k %i%-
Remarque :
Avec j=k—i,ona0<j<mn,cest-a-dire k —n < i < k ce qui s’ajoute a la condition 0 < ¢ < n.

On obtient donc bien la somme des a;ax—; pour max(0,k —n) < i < min(n, k).

D’ou en fait Vk € [0,2n], |cx = Zmin(n’k) a;iap_; |

i=max(0,k—n)

b) On applique a) avec P(X) = (1+X)" =>7_, (})X*. Ona P(X)? = (1+ X)>".
X est le coefficient en X* de P(X)2, donc vaut (2,?)

Remarque : L’exemple le plus connu est (2:) =>ro () =2, (7:)2

4) La condition s’écrit P(0) = L(0), P(1) = L(1), P'(0) = L'(0) et P'(1) = L'(1).
Ce qui équivaut & (X — 1)3(X — 2)? divise P(X) — L(X).

Donc les polynémes cherchés sont (par degré) les P(X) = X + A(X —1)%(X —2)2, ou A € R.
5) a) On a B'(ak) = [[,z(ar — a;).

Rappel : On dérive un produit en sommant tous les termes obtenus en dérivant un seul facteur.

B
On pourrait aussi utiliser ici B'(ay) = limy_.q, ﬂ
(x — ag)
B(X) X —a; A
b) Donc Brlan) (X —an) =L o —a, = Li(X) polynome de Lagrange.

On sait par le cours que VP € K,,_1[X], P(X) =3}, P(ay)Lx(X).

1
¢) On prend P = 1 et on considére le coefficient en X"~ du a). On obtient 0 = Y_7_, Blan)

6) a) Par d’Alembert-Gauss, P admet n racines sur C comptées avec multiplicité.
Par hypothése, elles sont réelles. Donc P est scindé sur R.

b) Supposons P scindé sur R, c’est-a-dire P = [[;_; (X — ag) , ou les aj, sont réels.
Soit z € C. Alors [P(2)| > [[p_1 |2 —ar| > [1i; Im(z — ag)| = [Im z|".
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7) On veut que Q(X) = P(X) — ¢ soit scindé a racines simples, c’est-a-dire @ et Q' sans racines communes.
Or, Q'(X) = P'(X). Donc @ est scindé a racines simples ssi les racines de P’ ne sont pas racines de P.

Donc ¢ € C convient ssi ¢ ¢ A = {P(z), z racine de P’'}. On exclut ainsi qu'un nombre fini de valeurs.

8) a) (unicité) P, est déterminé par ses valeurs sur [—1, 1] infini, donc est unique.

nk( ki(k—1)/2.

(ezistence) On a sin(nz) = Im((cosx +isinz)") = > 4 00 (cOST) sin x)

Donc sin(nz) = 37,5 (2].11) (1 — sin? )™ (sin z) %1 (—1)7.

Dot P, (X) = ijo (2]2.1)()(2 — 1)~ I X%+ convient. 1l est de degré n, car ijo (2;_11) =l £,

Remarque : Une autre méthode consiste a procéder paru récurrence d’ordre 2, via la formule de trigo : sin((n +
2)0) + sin((n — 2)6) = 2sin(nf) cos(20) = 2(1 — 2sin(h)?) sin(nh).
On obtient (P,),cy définie par P.y = —X, Pl =X et Vn € N, P50 = 2(1 — 2X?)P, — P,_».

k
b) Posons Vk € Z, xj, = sin <7T> Alors P, (z) = sin(km) = 0.

n

T,y 1,20, L1, ..., Tm sont deux & deux distincts.

Donc par degré, ce sont les seules racines de P, et elles sont simples.

Donc Py (z) = AX [T, (X — 2p) [Tie (X 4+ 2p). = AX T[] (X2 —22).

X2
c) Il résulte de b) que P,(x) est de la forme pX []}2, (1 - 2), ot 4 réel non nul.
L
On obtient ainsi sin(na) (sina) [T, (1 (sinz)?
n obtient ainsi sin(nz) = p(sinz) [];2 - .
a k=1 sin(kr/n)?2

En faisant tendre x vers 07, on a nx ~ px, donc u = n.

9) a) On veut z = (1 — A\)z + Ay, c’est-a-dire A = ;:z
b) On a par hypothese (1 — Nz +Ay) = (1— ) f(x) + Af(y) = zj;ﬂx) + ;ji Fy) = L(z).

L est affine (il s’agit d’ailleurs de la droite d’interpolation de f en x et y). Donc f = L sur [z, y].

¢) On a donc f” nulle sur lintervalle |z, y[, et comme |z, y[ est arbitraire, f” = 0, c’est-a-dire f est affine sur R.
d) Soient des réels x1, ..., z,, et des réels positifs aq, ..., @, de somme 1.

On considére une v.a. X a valeurs dans {z1,...,x,} telle que P(X = z;) = ;.

Alors g(E(X)) = E(g9(X)) s’écrit = g(> 1 cixi) = > iy cig(xi). Par la question c), g est affine.

10) On a [y p,(t) f(£) dt — £(0) = [ pu(t) g(t) dt, ot g(t) = f(£) — £(0). Posons M = supye(o 1 lg(t)] -

Soit £ > 0. Il existe a > 0 tel que V¢ € (0,a], g(t) <e.

o oa(6) 9(0) dt] < | [ palt) 9t) dt] + | [ po(t) gt) dt| <2+ M [ p,(2) dt.

Comme lim,,— 4o f; pn(t) dt =0, alors ‘fol pn(t) g(t) dt‘ < 2¢ pour n assez grand. D’ou le résultat.



