Interrogation n°1. Corrigé
1) 37 (1) cos(k0) = Re(37_o (1)e™) = Re((1 + €)"). Or (1 + €)" = (2cos(0/2)e/?)" = 2" cos™(0/2)e™.

On en déduit que Y ), (Z) cos(kf) = 2™ cos (%9) cos™ (g) )
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2) Ona P(X) = 21 (somme géométrique de raison X?).
Donc les racines de P sont e™/%, i, ¢3™/4 et leurs conjugués. De plus, P est unitaire.

Donc P(X) = (X? —2X cos T+ 1)(X% +1)(X2+2X cos 3T +1) = (X? — V2X + 1)(X? + 1)(X%2 + V2X +1).

3) a) P(1) = P'(1) = P(0) = 0 ssi 1 est racine au moins double et 0 est racine de P, donc ssi (X — 1)2X divise
P. Les solutions sont donc les X (X —1)2 Q(X), ou Q € R[X].

b) Il s’agit d’une équation linéaire u(P) = (1,1,1), ou u(P) = (P(0), P(1), P'(1)).

On cherche une solution particuliére.

On peut noter que le polynéme @ = 1 veérifie u(Q) = (1, 1,0).

Par le principe de superposition, il suffit de trouver P tel que u(P) = (0,0, 1).

On cherche un polynome sous la forme AX (X — 1), car P(0) = P(1) =0.

En fait, A = 1 convient, car la dérivée de X (X — 1) vaut 2X — 1.

Donc les solutions sont exactement les 1+ X (X — 1) + X(X — 1)2 Q(X), ou Q € R[X].
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Donc Zi:o (Z) ug est un polynéme en n de degré < p. Donc lim,, 4~

4) a) Ona (}) =

1
on =0 (Z)“k = 0.

b) Soit & > 0. Il existe p € N tel que Vn > p, |u,| <e.
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OnaVn >p, lv,| < R, + o S kepi1 (p)E; o0t Ry = Tl 1> o (Puk] -
Comme ZZ:pH () < 2", on obtient Vn > p, |v,| < R, + €.

Par a), lim,, . R, = 0, donc pour n assez grand, |v,| < 2e. D’ou lim,, 400 v, = 0.
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¢) On prend u, = (—1)". On a v, = o0 Sio (D(=1)F = 27(1 —1)" =0 pour n > 1.

La suite (up)nen diverge, mais la suite (v, )nen est nulle (& partir du rang 1).

d) On a u,, = L+ u},, avec limy,_, ;o u), = 0.
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On a alors v, = L+ v;,, ou v,

2% S io (W)u), et par b), limy, 400 v}, = 0. Dot limy—, 400 U = L.

5) (unicité) Si P, et @)y, conviennent, ils coincident sur [—2, 2] infini, donc sont égaux.

(existence) On a 2cos((n + 1)0)) + 2cos((n — 1)8)) = (2cos0)(2cos(nb)).

Il en résulte que la suite (Qp)nen définie par Qo =2, Q1 = X et Qpi1 = XQpn — Qn—1 convient :

par récurrence d’ordre 2, P, est a coefficients entiers, de degré n et unitaire pour tout n > 1.

b) On a Qn(2X) = 2T,,(X), c’est-a-dire Qn(X) = 2T, (3 X).

c) On a ||Qy,]| = 2 et les zj, = 2cos(ET), avec 0 < k < n, conviennent : On a Qn(zy) = 2cos(kr) = 2(—1).
d) Supposons par I’absurde que [|P| < |[|@nl]l,, = 2. On pose R = Q, — P.

Comme @, et P sont unitaires de degré n, alors deg R < n.

Or, on a R(zy) = Qn(xk) — P(xy). Comme |P(xy)| < 2 = |Qn(zy)|, alors R(xy) et Qn(x)) sont de méme signe.



Donc le signe de R(zy) alterne selon la parité de k, donc R change au moins n fois de signe, donc admet (d’apres

le TVI) au moins n zéros yi, ..., Y, vérifiant xo > y1 > 1 > yo > ... > Yp > Tp.
Comme deg R < n, alors R est nul, c’est-a-dire P = ), ce qui contredit I’hypotheése.
6) a) Remarque : 11 s’agit de la décomposition de R € R, [X] dans la base de Lagrange (Lo, L1, ..., Ly,).

Les polynomes R(X) et > p_; R(zk)Lg(X) prenant la méme valeur R(zy) en tout xy, avec 0 < k < n.
Or, ils sont de degré < n, donc ils sont égaux (leur différence admet au moins (n + 1) racines).
b) On consideére le coefficient en X" dans la relation précédente. On obtient donc

- R(xy)
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0<j<n, j2k(Tk = Tj)

¢) On a donc Vk € [0,n], |P(zr)| < [[Plly = [|@nlloe = [@nlzr)] -
Avec R = @, — P. On a donc Vk € [0,n], |R(zx)| > 0.
Soit k € [0,n]. On aVj € [0,n], (xzp —x;) >0sij > ket (z, —z;) <0sij<k.

Done [Jo<j<p, jzr(@k — 25) est du signe de (—1)%, car il y a k entiers j vérifiant 0 < j < k.
R(x)
o<j<n, j2x(@n = 2j)
Comme leur somme est nulle, ils sont tous nuls. Par a), R est donc le polynéme nul.

Donc les sont positifs.

Remarque culturelle : Ainsi, @, est 'unique polynéme unitaire de degré n minimisant || || .
n! n!
7) a) — = = (-1 F () ez
[locjcn, jr(k—3)  (=1)"* kl(n — k)! (&)
X

b) Par 6) a), on a P(X) =37} o P(k) [lo<j<n, jir (k—j) par interpolation en les points (k, P(k))o<k<n-

n!

Comme P(k) € Z et € Z, alors P est a coefficients dans Z.

Ho<j<n, jzr(k = 7)
8) a) Par Taylor, R(X) = P(X + 1), donc le résultat est immédiat par translation.
b) On note que par télescopages, Q(X) — Q' (X) = P(X). Ainsi, f/'(z) = —P(x)e™".
Ainsi, la fonction f est décroissante. Comme elle converge en +oo vers 0, elle est positive. Donc @) aussi.

Autre méthode : deg @ = deg P est nécessairement pair (car P positif).
On montre que @ atteint nécessairement sa borne inférieure en un réel c.

On a @Q'(c) =0, et comme Q — Q' = P, alors Q(c) = P(c) > 0, donc @ est positive.
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9) La fonction réciproque de 'homothétie h(z) = 22 — 1 est h~!(z) = m—;— .

1
On a donc aussi Vo € R, f(z) = f (x—;— ) .

U + 1

On considére la suite définie par vy = = et up+1 = . Ainsi, f(upt1) = f(un).

On a donc f(x) = f(u,) pour tout n € N.
1
Mais on a lim,, 4o 4, = 1 (point fixe : en effet, up11 — 1 = §(un —1)).

Par continuité de f, on a donc f(x) = lim,— oo f(u,) = f(1). Donc f est constante.



