Exemples de sujets d’oraux. Indications

1) On pose g = f — Id. Il s’agit de prouver que g admet au moins un zéro. Or, on a par hypothése fol g=20.

On ne peut pas avoir ni g > 0 ni g < 0. Donc g n’est pas de signe constant non nul. Conclure avec le TVI.

2) a) Montrer avec le théoréme de d’Alembert-Gauss que tout polyndéme non constant convient :
En effet, P(z) =c < Q(2) =0, ou Q(X) = P(X) —c.
b) Supposons P(R) C R. Les polynémes P et P coincident sur R, donc sont égaux, donc P est réel.

Variante : En utilisant U'interpolation de Lagrange : supposons P(R) C R et P ,non nul.
P est son propre polynéome d’interpolation en 0, 1,...,n et on a Vk € [0,n], P(k) € R.

Donc P est réel. Remarque : On a P(z) =37} o P(k)Li(2), ott Ly(z) = [, 4, %

Supposons maintenant P réel.
Par le TVI, P(R) est un intervalle. Donc P(R) = R ssi P n’est ni majorée ni minorée.

En conclure que P(R) = R ssi P est un polyndome réel de degré impair (considérer lim_o, P et lim o, P).
3) a) On a : card 4,, = 2("*).

b) Utiliser la méthode du pivot en ajoutant ou en retranchant la premiére ligne a chacune des autres lignes.

+1 | *
O 2M

On obteint donc finalement +1 x det(2M) = £2" " det(M), ce qui permet de conclure.

On se rameéne & une matrice < >, ou les coefficients de M valent 0, 1 ou —1. D’ou det M € Z.

Remarque : Le fait que le déterminant d’une matrice M € M,,(Z) est entier se prouve par récurrence en utilisant

le développement du déterminant selon une ligne (ou une colonne).

4) On numérote les objets et les boites. Une configuration est définie formellement par une application f : [1,n] —

[1,m — 1] ou f(k) est le numéro de la boite o est placé 'objet de numeéro k.

L’univers est donc ici l’ensemble des (n — 1)" fonctions de [1,n] dans [1,n — 1] muni de la loi de probabilité

uniforme. On cherche la probabilité p pour que f soit surjective.

Pour construire une telle surjection f, on choisit 'unique élément y € [1,n — 1] admettant deux antécédents par

f, puis la paire {z,2'} des antécédents de y par f, puis la bijection des (n — 2) éléments restants de [1,n] sur les

(n — 2) éléments restants de [1,n — 1].

—1) x (2) x (n—2)! !
Il y a donc n x (3) x (n — 2)! surjections. Donc p = (-1 (n(z)l)n(n ) = > _nl)n_l.
5) a) Il y a n™ applications de E dans E.
n—1 1
Il y a n®! applications f de E dans E telles que f(z) =y. Donc P(f(z) =y) = n — =
n n

Soient z1, ...,x, € I distincts.

Il y a n™~P applications f de E dans E telles que f(z1) = ... = f(zp) = v.



Donc P(f(z1) =y, f(z2) =y, ... f(zp) =y) = = — =1l P(f(2r) = ).

Donc les événements A,, ou x € E, sont indépendants.

OI‘, on a Ny = ZmEE 1f(:r):y‘

1
Donc Ny est somme de n variables indépendantes et de loi de Bernoulli —.
n

1
Donc Ny, suit la loi binomiale B(n, —).
n

b)Ona X =Y ply,s Donc BE(X) =Y,z P(N, > 3).

yekE

Par a), P(N, >3)=1— (1— ;)n— (’;)% <1— ;)n_l —(3) <;>2 (1— ;)TH.

On a donc limy,—, 1o P(Ny; > 3) =1— (1 +1+ ;) el — (1 — 5) )
On en déduit que E(X) ~ An,ou A =1— %.

yeE

6) Posons ¢ = g — f. Ainsi, ¢ est positive et ¢(xg) = 0. Posons A = ¢'(x0).
Supposons par I'absurde A # 0. Alors, par Taylor-Young, ¢(xg + h) ~ Ah lorsque h — 0.

Donc ¢ change de signe en zq, et a fortiori ¢ ne peut pas étre positive. D’oll une contradiction.

7) A est bien linéaire de F' dans F', et en particulier, (y1,...,yn) = A(z1,...,2,) € F.

Comme F' est de dimension finie, il suffit donc de prouver que A est injective, c’est-a-dire Ker A = {(0, ...,0)}.

Considérons (z1,...,x,) € Ker A. On a ainsi Vi € [1,n — 1], 241 + 2j—1 — 2z; = 0.
On a donc une suite récurrente linéaire d’ordre 2 d’équation caractéristique 22 — 2z + 1 = 0 de racine double 1.
Il existe donc (a,b) € R? tel que Vi € [0,n], z; = ai + b.

(Remarque : On peut aussi déduire cette progression arithmétique en notant que x;+1 — x; = &; — Tj—1).

Sachant que z1 = x,, = 0, en conclure que a = b = 0. Donc Ker A = {(0,0,...,0)}.

8) Justifier d’abord avec la relation de Grassmann que dim(G N F') > dim G — codim F, ou codim F' = n — dim F.
En déduire pour a) par récurrence sur p : dim(H; N...N Hy) =dim(ENHyN...NHpy) >n —p.

Remarque : On peut aussi raisonner matriciellement. On se raméne au cas £ = K" en considérant une base
arbitraire de E. Alors Hy N ... N H, est défini par un systéme linéaire homogene AX = O de p équations a n
inconnues.

On a donc dim(Hy N...N Hy) =n —rgA, et rg A < p, car p est le nombre de lignes de A € M, ,(K).
b) De facon analogue, on a : dim(F} N...N F,) > dim E — Y% _, codim(Fy) =n— Y 7_ (n—dy).
¢) D’ou la condition n — > _7_, (n — di) > 0, c’est-a-dire > }_; d, > (p — 1)n.

9) a) f:[0,4+o00[— R définie par f(x) = xsin(z) convient. En effet, f est continue, n’est ni majorée ni minorée,

donc son image est bien R (le seul intervalle réel qui n’est ni majoré ni minoré).



b) Supposons par ’absurde qu’il existe une surjection continue f : [0, +oo[— R admettant un nombre fini de zéros.

En particulier, il existe a > 0 tel que Vx > a, f(z) # 0.

Par le TVI (théoréme des valeurs intermédiaires), la fonction f est de signe constant sur [a, 4+o00].

Quitte & considérer — f, on peut supposer que f est strictement positive sur [a, +oo].

D’autre part, la fonction continue f est bornée sur le segment [0, a.

On en déduit que f est minorée sur [0, a] et sur [a, 400, donc est minorée sur [0, +00|, ce qui contredit f surjective.
10) Il existe M tel que Vo € R, |f(z + 1) — f(x)| < M. En déduire que Vx € R,Vn € Z, |f(z + 1) — f(z)| < |n| M.
En déduire que Vo € R, |f(z)| < |n| M + K, ot n = [z] et K = supp y; |f]-

Comme |n| < |z|+ 1 (attention au cas x € R™ ...), alors on en conclut |f(x)| < |z| M + (M + K).

11) Considérons les n(n — 1) couples (a,b) d’éléments distincts de [1, p].

Il y en a exactement 2(k — 1) tels que max(a, b) = k,c’est-a-dire (a = k et b < k) ou (a < k et b= k).

Don P(Y = k) = 2820 done B(Y) = 25 Yop (b — Dk = o2 Sp (k2 — k) = .. = 25,

Comme Z suit la loi uniforme sur [1, p], il en est donc de méme de la variable (n + 1 — Z).

Par symétrie, la loi de X est donc identique a la loi de n + 1 — Y. On en déduit donc E(X) = 1(n + 1).
Remarque : En fait, on peut donner un argument plus simple justifiant E(X) = %(n +1) et E(Y) = %(n +1).
En effet, considérons un troisiéme jeton Z.

La v.a. (X,Y, Z) suit une loi uniforme (sur I’ensemble des triplets injectifs appartenant & {1,2,...,n}3).

Donc les événements Z < X, X < Z <Y et Y < Z sont équiprobables.

Donc X, Y — X et n+1—Y ont méme espérance.

Or la somme de ces trois v.a. vaut (n+1). Donc E(X) = E(Y — X) = f(n+1). Dot E(Y) = Z(n +1).
12) a) A(f) est le noyau de I’application linéaire g — f o g o f définie de L(F, E) dans L(E, F).

Donc A(f) est un sev de L(F, E).

b) Notons tout d’abord que fogo f =0 équivaut a Im(go f) C Ker f, c’est-a-dire g(Im f) C Ker f.

On considére une base B de ' adaptée a Ker f @ S = F et une base C de F adaptée A Im f & T = F.

A B
Oy | C
On en déduit (par I'isomorphisme L(F, E) — M, ,(K) g+ Matepg ) que dim A(f) = pn —r?.

Alors g € A(f) ssi g(Im f) C Ker f donc ssi Mate g g = < >, avec r =rg f et p —r = dim Ker f.

¢) On a toujours r < min(n, p).

On a dim A(f) = 0 ssi r = p = n, c’est-a-dire ssi f est un isomorphisme de F sur F'.

13) a) Pour trouver les coordonnées de P, il suffit d’écrire que P est de la forme (1,t) et que P appartient a (AM),

2sinf  4sin($ 2
c’est-a-dire det(m, ﬁ) = 0, c’est-a-dire ! + cosf) 2 LA sin(g) cos(3)
sin @ t 1+ cosf Qcos(g>2

= 2tan($).

’:O.Donct:



Remarque culturelle : Faire un schéma ; on retrouve la propriété de I’angle au centre : la droite (AM) fait un

angle g avec 'axe (Ozx).

b) Il résulte de a) que i) et ii) sont équivalentes.

o e . . T _1—t2 . 2t
i) implique iii), car en vertu des formules de trigonométrie, cos ) = ; o et sinf = 7 el
iii) implique ii), car M est a coordonnées rationnelles, ¢ = 1_?‘20950 est aussi rationnel.

. . . . no
¢) On sait que Q est dense dans R : en effet, tout réel « est limite de rationnels : o = lim,,_, 1 u

Soit M (0) = (cos@,sinf) € I'. Posons t = tan(g).
Il existe une suite de nombres rationnels (¢,)nen telle que lim, 4 oo &, = t.
On pose 0, = 2arctan(t,). Ainsi, t, = tan(%) et M(6,) € A.

Comme limy,—, 4 oo ty, = ¢, alors limy, o0 0, = 0, et ainsi lim,, o, M(0,,) = M (0).

14) a) En supposant par I’absurde que f’ ne s’annule pas, justifier et utiliser la stricte monotonie de f.

b) En utilisant I'inégalité des accroissements finis, justifier que Vo > A, |f(z)| > § |x — A| — |f(a)| = L(x).

L(x) _5

Or, on a limg 100

L(z)

On prend A €]0,d[. Pour z assez grand (et strictement positif), on a donc >\

Ainsi, |f(z)| > Az au voisinage de +o0.
La propriété est analogue en —oo : S'il existe A € R et § > 0 tels que Vo < A, |f'(z)| > 4§, alors il existe A > 0 tel
que |f(z)| > A|z| au voisinage de —oo (c’est-a-dire sur un intervalle | — oo, zo]).

¢) On suppose par Pabsurde que f” ne s’annule pas, donc est de signe contant : ainsi, f’ est strictement monotone
d’ou on déduit lexistence de lim o, f" et lim_, f (finies ou infinies, par le th de la limite monotone). En raisonnant

par l'absurde, déduire de b) que lim; o f = 0 et lim_, f’ = 0, ce qui contredit la stricte monotonie de f.

Remarque : La propriété se généralise de facon analogue :

Si f:R — R de classe C"t! et si.f(z) = o (|z|™) pour |z| — 400, alors f(*1) s’annule au moins une fois sur R.

15) a) Imu est toujours stable par u. Comme rgu? = dimu(Imu), La restriction v de u & Im u est surjective, donc

bijective. Donc v* est aussi un isomorphisme pour tout k € N, donc vk(Im u) = Imu, c’est-a-dire rg uFtl = rgu.

b) Supposons par I'absurde que A existe. On note u ’endomorphisme canoniquement associé a A.

2

On a rgu < 3 (car sinon, u? serait aussi bijectif). Or, rgu? = 2, donc rgu = rgu? = 2.

Donc par a), Vp € N*, rgu? = 2. Mais (A2)3 = O3, c’est-a~dire u® = 0, d’ott une contradiction.

16) On pose A = {ay,...,an}, avec a1 < ag < ... < ay.
a) Considérer le tableau symétrique n x n dont 1’élément d’indice (i, j) est a; + a;.

b) On suppose connue I'unicité de I’écriture en base 2 des entiers naturels, c’est-a-dire que tout entier n s’écrit de

fagon unique n =, £;2%, avec ¢; € {0,1}.



Autrement dit, tout entier n s’écrit de facon unique comme somme de termes de la forme 2°.
Ainsi, on peut prendre a; = 271

1 1

17) a) On pose f(z) = 1, pra— OnaVze R\ {z1,...,zn}, f/(z) =—=> 1 @)

Dans le cas ol on ne voit pas comment la représenter, prendre un cas particulier, par exemple n = 4.

La fonction f est strictement décroissante sur chacun des intervalles de son ensemble de définition, a savoir les

intervalles |z, xx41] avec 1 < k < n, et les intervalles | — 0o, 1] et |n, +oo[. Ainsi, on a :

f(z) || O N\ +oo | N\ +oo | N\ N +oo | N\
—00 —00 —00 0

Par le tableau de variations, et compte tenu des limites aux bords des intervalles, on conclut que I’équation f(x) = 1

admet exactement n solutions, qu’on note yi, ..., yn, vérifiant
T <Y1 <22 <Y < ... < Yp—1<Tp <Yp

On a donc A =|z1,y1]|U]z2, y2] U ...U]zp, ys| union disjointe d’intervalles.

1
b) Principe : f(x) = + ...+ est une fraction rationnelle et se met sous la forme %,
T —x T — Xy P(x)

ou P(z) =[[j_;(z — zx) et ot Q(z) est un polynéome de degré n — 1 et de coefficient dominant n.
En effet, Q(z) = >"p_, H1§j§n et j;ék(f — ;).

Les réels yi, ..., y, sont donc des racines de 'équation Q(z) = P(z).

Comme deg(P — P') = n, ce sont les seules racines de P — @, et P — ) est scindé a racines simples.
Or, on veut calculer S =37 (yr — k) = D pq Yk — D ey Tk-

On va utiliser les relations entre coefficients et racines d’un polynoéme scindé.

Le polynome P — @ est unitaire de degré n, et le coefficient en "' vaut — (n + > pq Tk) -

En utilisant les relations entre coefficients et racines, on a donc > ;' yp = (3> p_y k) + 1.

On en déduit S = n.

Remarque : En fait, f(z) est la dérivée de In|P(z)|, on P(z) = []i_;(x — xx).

P P
Autrement dit, f(x) = P((:;)) L’équation f(z) =1 s’écrit donc P((;U)) =1, o0u P(z) = [[j_,(z — ).
.. f/<$) o _ Lz :

18) a) Il suffit de choisir f telle que o) L. Par exemple, f(z) = e™* convient.

x

7(z) |
b) Pour tout b tel que L < b < 0, on a @) < b pour x > p entier assez grand.

T

! !/

Pour tout n > p, on intégre I'inégalité (@) < bsur [p,n], c’est-a-dire [ f'(z) dx <b.

f(z) Poflx) T
On obtient donc Vn > p, In f(n) — In f(p) < (n — p)b, c’est-a-dire ¥Yn > p, f(n) < f(p)e™P).



Comme b < 0, la série géométrique > e~ converge, donc on en déduit par comparaison que >~ f(n) converge.

c¢) On procéde comme au b), mais en effectuant un encadrement :

Soient a et b tels que a < L < b < 0. Il existe p € N tel que V& > p, a <

On prend n > p. Par intégration terme a terme sur [n, k], on obtient a(k —n) < [In f(x)]fl < b(k—n)
Donc Vk > n, e®*—") < Sk < P Ainsi, VE > n, f(n)e®® ) < f(k) < f(n)eb—m),

= fm)
o) o I0)

Donc en sommant f(n) 372 e®* ) < R, < f(n) 352 b1 cest-a-dire o S 1 7
—e —e

Comme a et b peuvent étre choisis arbitrairement proches de L, on en conclut R, ~ f(n).

1—¢ 1 1 14¢
(Formellement : étant donné £ > 0, on peut trouver a et b tels que T < T et 1 ob < 1 —+eL
f(n) f(n)

1—el —el’

Donc pour n assez grand, (1 — ¢) <R,<(l+¢) 7 ce qu’on voulait prouver).

19) a) On a -

k_\@'zﬁ_g

Or, 2n% — k? est un entier naturel, et n’est jamais nul (on sait que v/2 n’est pas rationnel ;
(sinon : en effet, supposons 2n? = k% ; quitte & factoriser par d?, ou d = pged(k,n), on peut supposer que

pged(k,n) = 1. Donc k pair et n impair, et 2n? n’est pas divisible par 4, ce qui est absurde).

On en conclut que ’k‘2 - 2n2‘ > 1, et ainsi M = 1/\/§ convient.

1
t—a

Sn : .
b) — se présente comme une somme de Riemann pour la fonction f : ¢ — ,
n

mais cette fonction f n’est pas continue sur |a,a + 1].
L’idée est d’exploiter la décroissance de f pour majorer la somme avec une intégrale.

1 k n k—
On a - f (n) k/ ., f(t) dt valable a condition que

On considére donc kpin = min A4, et kpax.

. Sn 1 kmin
On a obtient b < ﬁ f < > + ZkeAn\{ko} fk 1/n f(t) dt.

n

max-/ TV a “ 1
On & Cica,tio) iy £8) 4t < form " 10 dt < [ £(8) d = [2vT=a] 7

1 k 1 1
D’autre part, — f ( mm) =
n

< 5\/ V2n2 = 214 Donc Vn € N*, % < 24 21/4,
n

3\*—‘

min

n

20) a) On a up4+1 = f(uy), avec ug = 0 et f(z) =1+ .
La fonction f admet un unique point fixe ¢ = (1 + /5) sur [0, +ool.

L’intervalle [0, o[ est stable par f et Vo € [0, ¢[, f(z) > =.
Donc (un)nen est a valeurs dans [0, [ et est strictement croissante, donc converge.
Par continuité, sa limite L vérifie f(L) = L, donc L = ¢.

b) On a un (A, ...; A) = Aup(1, ..., 1). On déduit de a) que limy,—, 4o up (A, ...; A) = Aip.



c¢) On peut considérer u, comme une fonction de (a1, ..., a,), ce qu'on note uy,(ai, ..., a).

On note (a,...,an) = (b1, ...,by) ssi Vk € [1,p], ar < bg.

- Montrons que u,, est une fonction croissante : (a1, ...,an) = (b1,...,bn) = up(ay,...,an) < up(by, ..., by).
On montre cette propriété par récurrence sur n et en utilisant w, (a1, ..., an) = up—1(a1, ..., an—1 + \/@)

- On en déduit en particulier que la suite (uy)nen est croissante :

En effet, u, = up(aq, ..., an) = un—1(a1, ..., an—1 + y/an) > un—1(a1, ..., an—1 + 0) = up_1.

- Supposons Ina, = O(2") : la suite (27" Ina,) est donc majorée a partir d’un certain rang, donc majorée.
Il existe donc M tel que Ina, < M2", c’est-a-dire a,, < A(Qn), ot A =eM,

Donc up(ay, ..., an) < Aun(1,1,...,1). La suite (u,)nen est croissante et majorée (par Ay), donc converge.

- Supposons que In a, n’est pas en O(2"), c’est-a-dire supposons que la suite (27" Ina,) n’est pas majorée.

Pour tout M réel > 0, on peut donc trouver un entier p € N* tel que Ina, > M?2?P, c’est-a-dire a, > eM2”,

On en déduit que uy(ay, ..., ap) > up(0,0, ...,0,e2?") = M donc (up)nen n'est pas majorée.

Comme (up)nen est croissante, alors lim,,_, o Uy = +00.

21) a) Comme F est de dimension finie, F' admet une base (P, ..., B,), avec n = dim F' > 1.
Quitte & permuter I'ordre des vecteurs de la base, on seut supposer que deg P, = maxi<j<y, Pj.
Noter que pour tout (A, ..., Ap_1) € R (Pl + A\ Py, ..., Py_1 + A_1Py, Py) est aussi une base de F.

Conclure en choisissant des valeurs judicieuses pour les \;.

b) On pourrait utiliser a) et procéder par récurrence sur n : cette fois, on choisit les A; de sorte que Vj < n,

deg(Pj + \;P,) < deg Py, et on applique 'hypothese de récurrence & Vect(Q1, ..., Qn—1), out Q; = Pj + A\;jPy,.

Mais on peut aussi prouver le résultat directement en utilisant les opérations élémentaires sur les colonnes d’une
matrice : on considére une base (P, ..., P,) de F et la matrice M = Matc(Pi, ..., Pn) € My n(R) de la famille

(Py, ..., P,) dans la base canonique (1, X, X2, ..., X™), ott m est le degré maximal des Pj.

Autrement dit, la j-iéme colonne de M contient les coefficients du polynéme P;. On a en particulier rg M = n.
En effectuant des opérations élémentaires sur les colonnes de M, on ne modifie pas le sev engendré par les vecteurs
colonnes (c’est-a-dire I'image de M), donc la matrice obtenue (qui est la forme M P, avec P € GL,(R) inversible)

définit encore une base de F'.

Or, on sait qu’en opérant sur les colonnes de M, on peut transformer M en une matrice M P angulaire inférieure,

c’est-a-dire de la forme

% * *
[ *
0 = *
0O m * , ol les pivots M sont non nuls
0 *
0 O |
0 0 0



Les polynomes définis par les colonne de M P sont de degrés échelonnés et forment une base de F.

22) a) : i) = ii) : Comme 1 vérifie (i), alors nécessairement un des xj, vaut 1.

Donc ¢ vaut 1 puisque la suite (zj)ken est croissante.
Montrons les inégalités (ii) par contraposition :

Supposons par 'absurde qu’il existe k tel que zp1 > 1+ Z?:o xj,alorsn =1+ Z?:o x; n’a pas de décomposition

En effet, supposons par I'absurde qu'il existe p et (gj) tels que n = Y"1 _, e o

Comme xg1 > 1+ Z?:o xj;, on a nécessairement p < k, d’ou une contradiction, car 2220 ek T < Ei:o T < n.
ii) = i) : Posons S, = >°%_; ;.

La suite (Sp)pen est une suite d’entiers strictement croissante, donc limy,_, o Sp = +00.

Montrons par récurrence sur p que tout entier n vérifiant n <5, s’écrit n = Zi:o epTk, ol les g € {0,1}.

La propriété est immédiate pour p = 0, car x¢ = 1.

Soit p € N*, et supposons la propriété vraie au rang (p — 1). Supposons n < S,.

- Sin > xp, alors m =n — x, € N vérifie m < 5.

Par hypothése de récurrence, m = Z?;é g;jxj, donc n = Z?:o €;xj, avec g, = 1.

- Sin < xp, alors a fortiori, n < S,_1, donc la propriété résulte de I'hypothése de récurrence.

Remarque : Une variante consiste & montrer par récurrence forte sur p que tout entier n vérifiant S,_1 <n <5,
s’écrit sous la forme n = 30 e;x;, ot les g € {0, 1}.
b) Une CNS pour lexistence est donnée en a), et on la suppose désormais vérifiée.
On a ainsi zg =1l et x4 <1+ Z?:o zj =1+ Z?;& x; + ), donc xp41 < x + x3, d’olt on obtient x;, < 2k,
insi k' 9j — op+l
Ainsi, Sp <0 2/ =2PT — 1.
Supposons qu’il y a pour tout entier n unicité de la décomposition.
Il y a 2P familles (e, ...,ep—1} € {0,1}”. Donc il existe 27 entiers de la forme n = Z?;é gjx;, ol les g € {0,1}.
Comme ces entiers sont tous < 5,1 < 2P — 1, ces 2P entiers sont donc exactement les entiers de 0 a Sp,_1.
Donc x, = 14 5,1 : en effet, sinon, on aurait x, < Sp_1 et z, = 1.z, admettrait une autre décomposition.

On en déduit donc que Yk € N, z, = 2%,

Réciproquement, supposons Vk € N, z;, = 2¥. Ons ait alors qu’il y a unicité : En effet, cette situation correspond

a la décomposition d’un entier en base 2, c’est-a-dire n = g + 261 + 4e2 + ..

On en conclut qu’il y a unicité ssi Vk € N, 2, = 2 (ce qui correspond au cas d’égalité dans les inégalités de (ii)).



