TD Oraux (préparation 6). Corrigé

1) a) Par récurrence, on obtient f,(z) = M %7: Donc 320 f,(x) = M exp(x).

b) On montre par récurrence que Vn € N, Va € [0, 4], | fn(2)] < Ma %7:

En particulier, sup,co ) |fn(z)] < Ma % Comme ) n—? converge, alors Y f,, converge normalement (donc

uniformément) sur le segment [0, A].

On en déduit que Y f,, converge vers une fonction continue S = Z —0 Jn-

On a aussi par convergence normale [ S(t) dt = e o fu(t) dt = S0 futi(z) = S(z) — g(2).
Ainsi, S(x) )+ Jy S
L’application F : z — [’ S(z) dx vérifie done F'(z) = g(z) + F(x).

Par la méthode de variation de la constante, on obtient F(z) = Ae® 4 € [ g(t) e™* dt.

Comme F(0) = 0, alors F(z) = e” [ g(t) e7" dt. Donc S(z) = g(x) 4+ € [ g(t) e7" dt.

1) bis) On pourrait se ramener au a) en posant f,(z) = Sp(z) — Sp—1(z), avec S_1(z) = 0.

En fait, (S,)nen converge ssi la série > f, converge, et on a alors S(z) = > f,..

Mais il vaut mieuz procéder autrement : on peut noter que si (S,)nen converge uniformément sur tout segment
vers une fonction S, alors on a par passage a la limite (vu les ths du cours) que S est continue (car les S, le sont

par récurrence) et que S(x) )+ fo
On calcule donc I'unique solution de cette équation intégrale, et il reste & prouver que lim,,_, o Sp(x) = S(x).

On a S(x) =[5 S(t) = Sn-1(t) dt.
On en déduit par récurrence que Vn € N, Vo € R, |S(z) — Sy, (2 )\ < M, —, ot My = supygy) |S — Sol.
En particulier, pour tout A > 0, sup,c(gq [S(2) — Sp(2)| < Mo —

Donc (Sp)nen converge vers S uniformément sur tout segment [0, A].
1) ter) En fait, on va procéder par la méme principe qu’au 1) bis). On a ici (f,)nen définie par

fo=1letVneNVe >0, frr1(z) =1 —i—/ox V() dt

Autrement dit, fo =1 et f,11 = ¢(fn), ot ¢ : C([0, +00[, RT) — C1([0, +00[, RT) est définie par

¢(f):xr—>1+/0w\/f(t)dt

- On peut se douter que si (fn)nen converge, alors f = lim, 4o fr est un point fixe de ¢.
Il suffit en effet de passer a la limite dans la relation, ce qui est possible par exemple si on sait que (un)nen

converge uniformément vers f sur [0, z].

!/

&(f) = f équivaut a f(0) =1 et f' = /f, ce qui s’écrit jf =1,dou2V/f=x+2.



(x4 2)?

Onadonc f:2z+— est un point fixe.

- Premiére propriété (non indispensable en fait) : ¢ est croissante, c’est-a-dire : f < g = o(f) < ¢(g).

On en déduit que (f,)nen est croissante. En effet, on a fo(x) =1 < fi(x) =1+ .

En composant par ¢, on obtient Vn € N, f,, < f11, c’est-a-dire (fy,)nen croissante. En particulier, f, > 1.
On a aussi fo < f (point fixe), donc en composant par ¢, on obtient Vn € N, f,, < f.

Ainsi, on montre la convergence de (uy,)nen car pour tout z, (f,)nen est croissante et majorée (par f(z)).

Mais on ne sait pas encore si lim,,_, « fn(x) = f(z), car il faudrait prouver la cv uniforme locale.
- Deuxiéme propriété : on va donc essayer d’évaluer f(x) — f,(x).

Ona f(@) = fusa(@) = fi (VIO — VIa®) dt

Remarque : il est essentiel de comparer des choses comparables :

Cest pourquoi, on utilise f — fri1 = 6(f) — d(fa) et non pas f — fui1 = f — d(f).

Pour majorer I’écart entre deux racines carrées, on utilise soit ’expression conjuguée, soit 'TAF :

Vo — Bl = f \foubien{f—\/mS|a—ﬂ]sup[aﬂ]\g0’\,ou @'t /1

On obient finalement |f(z) — fut1(z)| < [y (\/7)4_ {;;L) dt.

dt
Donc SUp[o, A] |f — frog1| dt < Sup[o, ] |f = frs1l fOA W

N A
En particulier, supp ) |f = fot1| < 5 SUP[,4] |f = fasal

1
En prenant A = 1, on obtient supjg 1) |f — fu| = O <2n> . Donc (fn)nen converge uniformément vers f sur [0, 1].

- Troisiéme propriété : Ensuite, on va exploiter la convergence uniforme sur [0, 1] pour prouver la convergence
uniforme sur [0, 2].

En effet, posons 2, = sup,eo. [f(2) — fus1()] et R = supioy |F(@) — fur1(2)] .

En reprenant les majorations précédentes, on obtient R,11 < e, + §Rn'

Soit € > 0.Pour n > ng assez grand, on a R,+1 <¢e+ %Rn.

1 1 1 1
Dou R, <e (1 + 3 + ...+ 2n> + 2—”R0 < 2e+ 2—nR0, donc R,, < 3¢ pour n assez grand.

Variante : R, < up, ot ug = Ry et Vn € N, up 1 =€+ —up.

2
La suite (uy)nen converge vers 2  (point fixe de z —— ¢ + 52), donc R, < u, < 3¢ pour n assez grand.

On en conclut que lim,—,+ Ry, =0, et que (f,)nen converge uniformément vers f sur [0, 2].

En itérant la procédé, on montre par récurrence sur A € N qu’il y a cv unif sur tout [0, A].

2) Supposons que P(z) =0, avec |z| > €. On a ainsi a,2" = — Z;é apz®.
n— 1 ag 1 n—1| %% 1
Doul <>~ W k=0 |0 | Gk




1

Autrement dit, si 32770 o < 1, alors les racines de P sont toutes de module || < e.

n—k —
€ o
En conclusion, on peut prendre oo = .
n—1 ck
k=0

2) bis) On note que Vn € N, deg P,, = d.

Plus précisement, si P(X) = > 1_,ar X", alors Vn € N, P,(X) = Y} _o n*ar X"
kj n
P(X) =X+ Zz;é (d) Ik Xk qui converge vers X¢.
aq

On va prouver que les racines de (P,) converge vers les racines de X¢, c’est-a-dire vers 0.

On a ainsi 7
nlay

Soit € > 0. Il s’agit de prouver que p,, < € pour n assez grand.

: , : 1B\ |a 1 1B\ ax] 1
Si z est racine de P, vérifiant |2| > ¢, alors 1 < Y775 <d> il — < - (d) =k —
an |z| an | €
n—1 k " Qaf 1
Or, pour n > ng assez grand, » p — | o <1, car le terme tend vers 0.
an| €

Donc on a bien Vn > ng, p,, < €.

3)a)Ona (X |AX)=(ATX | X)=—(X]| AX), donc (X | AX) = 0.

Si AX = AX, on obtient \||X||* = 0. Donc la seule valeur propre réelle possible est A = 0.
Remarque : Si n impair, 0 est valeur propre (car x4 admet au moins une racine réelle).

b) On a A2 = —ATA € S, (R), donc A? est diagonalisable sur R et Sp(A42%) Cc R~.

Or, les valeurs propres de A% sur C sont les carrés des valeurs propres de A (cf trigonalisation).
Donc sur C, Sp(A) C iR.

c¢) Posons A\ = iu, avec p réel non nul.

On a AZ =ipZ, d’ou par identification des parties réelles et imaginaires, AX = —uY et AY = uX.

Dou p(X |Y)=—(X | AX) =0 par a). Comme g non nul, (X |Y)=0.

4) a) Premiére méthode : On procéde par combinatoire : on cherche le nombre de permutations telle que le cycle
passant par 1 est de longueur k.

Pour construire une telle permutation, on choisit le cycle (ce qui revient a permuter les éléments du cycle distincts
de 1), puis on compte le nombre de cycles associés, puis on compléte avec une permutation sur les éléments

restants.

(k-1 (n—k)! 1
On a donc P(X; =k) = (i) ( )l (n =) = —. Donc X suit la loi uniforme sur [1, n].
n! n

Seconde méthode : On a P(X; = k) = P(A1N...N Ag_1) ot A; est I'événement : “ 07(1) # 17 et B 'événement

: “oF(1) = 1. On utilise alors la formule de I'intersection :

n—1 n—jJ 1
PA; |AiN..NA;_ {)=———et P(B|A1N..NAk_1) = ——.
, et (3| 1M...N _]1) n—j—i—let ( | 1M...N kl) &

On a P(Al) =

-7 1 1
Done P(X1 =k) = (H§1 nij _‘T_ 1) X = d’ou X suit la loi uniforme sur [1,n].



1 1
b) On note que Y =377, X donc E(Y)=3""_| F <X> .
J J

1
Donc E(Y) =nE (X)’ car les points jouent un roéle symétrique.
1

1 11 1
Or, par transfert, £ ( — | = Y_;_; ——, donc finalement on obtient E(Y) ="} ;| —.
X1 kn k

1 n 1

c)Ona 7z = Z > 1x,=k, donc P(Zy) = EP(XI =k)= T

5) a) Un produit fini d’ensembles dénombrable est dénombrable donc Q x N* est dénombrable.
A fortiori, A est dénombrable.
b) 1l est évident que €2 contient 'union des boules B(a,e) € A qui sont incluses dans (.
Récirpoquement, soit x € Q2. Comme 2 est ouvert, il existe € > 0 tel que B(x,e) C Q.
. 1 e
Il existe n € N* tel que — < —.
n - 2

1
Comme Q" est dense dans R, il existe a € Q" tel que ||z —a| < —.
n

1 1 2
On a alors (faire un schéma) = € B (x, ) et aussi B (a, > CQ (car — <e¢).
n n n

On en déduit que € est incluse dans I'union des boules B(a,e) € A qui sont incluses dans .



